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1.. . البثية الجبرية للمجموعة 29 


إن مجموعة الأعداد الحقرقية +11 من الوجهة الخبرية هي مجموعة معرف عليها 
عملیتان داخحلیتان ( ابمم والضرب العادیین ) كما يلي : 


Vx,yeIR:xty=x+y 
ود ح بروعر‎ - ۰ 
: وسنرمز هما آیضا برمز ابمع والضرب (العادیین) وهما یحققان النظرية التالية‎ 
فظوية (1.1) ۰ كر‎ 
: إن (..+يخ11) هي حقل تبديلي‎ 


۳ Vx,y,z EIR: x+(y+2) = (x+y) +z 1 
VxyeR:x+ty=y+x 9 2 


3. يوجد في ۸[ عنصر حيادي بالنسبة لعملية الجمع يرمز له بالرمز 0 ۰ 


ویسمی بالصفر: +« - 0 ++« : 12 برلا 


4. من أجل كل عنصر 6115 » يوجد نظير له (بالنسبة لعملية ابلتمغ) 7 


يرمز له بالرمز (-) يحقق : 0 - (مد-) +« : 12 برلا 
بالنسية لعملية الضرب لدينا : 

۷ ع 2 ,لز‎ IR: xz) = (xy)z .5 

Vx ye IR: xy = Jx .6 

7. يوجد عنصر حيادي بالنسبة لعملية الضرب يرمز لها بالرمز 1 
ویسمی الواحد : ۲ < 1 :1 ع يرلا 
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| 8. لکل عنصر (218۱)0 ۰187 له مقلوب پرمز له بالرمز × أو 2) بر ج ۷ج رک 
1[ زا 4 ۰ 
| - ويحقق : 1 - 7 برير : vx e IR‏ 3( و وج 
x x‏ 
۱ أخخيرا لدينا : علا + بود - (2+ :1 مر لا ۱ 4) عبر > عد چب بر > ,0 < ۷2 ؛ 
ملاحظة ۱ 5) 60 بود جد 0ج برم0۸ > ۶ ۲ 
۱ ۱ 1 1 
تم نا 3 آن ۰ ة- هج 0 > عد > 0 
۲ ات )اي ا 6( ٣و‏ ی ر 
0.x=0 (1‏ ۰ 2 2-۲ [- 7( 1۷ وروا , "نز > ”ير > ماج بر > < > 0 
© (بود)- - بور- 4( «« - (بر-).(-) 
ملاحظة هاهة 
wy EES ^ 1.1.1‏ ز>× 1> زيب الاتباه إلى إشارة ) 
= ۰ ۳ ۰ ر 
۱ بالإضافة إلى البنية الخبرية للمجموعة 17 فاننا نفترضها مقترنة بعلاقة:ترتيب ذه ۱ 1 
3 لإضافة إلى البنية اببرية 9 فاننا نفترضها مقترنة بعلاقةاترتیب نشور ول - ولز ک بل - بلح (ولز ک ون ۸ الك ) 
/ ها بالرمز >" . ونکتب بزکع ونقراً د أصغر أو يساوي بر (بالفهوم الغادي) . . ۱ 


مطریه(ویم . ۱ ترمیز 
ES 1‏ و ۱ ۹ ۳ (0 < 17/۶ ) < 1 ۰ }0 > IR’. = IR, \{0} = {x e IR/ x‏ 
إن العلاقة ك اا یں ہی مادک تراپ کی متسبس ی ا }0< IR. = {xe IRI x‏ 5 (0 > 2/۶ ع ع) -(۱۷۵ 18 < - 10 
الخبرية ل. 116 . أي أن +11 هو حقل مرتب ترتیبا: جیدا عفی : 
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نسم القيمة الطلقة للعدد < ونرمز لذلك بالرمز لد 
Vx,ye IR: (x< y)v (yS x»)‏ لیکن #8 » نسمي القيمة 3 
Vx,y EIR: (x< y) o (y-xeIR,)‏ ۱ | العدد.الحقيقي الموحب اعرف بالشكل : 
2 + لز ك5 2 + ج بز > :710 > ,نز ,عدا : ۳ 1= 
۰ > ۲ , ۲ - 
x S 2y‏ نر ك عد : ,الاج 11,972 ء ندا 5 
۱ > ۶ من أجل كل (x,y,r) eIRxXIRxÎR,‏ لدينا : 
ظ 0 یروا جع ص | > ابر ۱ ۱ ف وم ا م إا اه با 1 8 ۱ م لو 
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۱ "7 
۵ + کلاتع . 2 ارجام > ابر + 
4 ار+ع>|ی- | . ).رح کلی- زا 
5( (۴->) ((<ع)ه دیع 
3( م كير ع + [yj sr o‏ 
۴۳ ۱ 


لتکن × ,..., × أعدادا حقيقية » برهن أن : 
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وت | جت 6 > | بر ند - بدا : (1- ...با ت 0,۷۸ < ۷۶ 
1.. الأجزاء الحدودة من ۸[ 
لتكن ۸ حموعة جزئية من 176 غير حالية. 
تعويف (4.1) 
نقول عن انحموعة 4 أنها محدودة من الأعلى (على التوالي من الأد) إذا 
۱ کان: »> مب ع ۷۲ :17 6 36 (على التوالي 8< ع4 ء ×۷ :1۸ (30e‏ 
ملاحظة ` د 
إذا كان ۾ حادا أعلى للمجموعة 4 فإنه ۾ <'ه۷» اي هو أيضا حاد أعلى ل 
4.. و إذا كان " حاد آدن للمجموعة ۸4 فانه ۵ >۰۱۷۵ "و هو آیضا حاد آدین 
ل 4. هذا يعن وحود حاد آعلی (علی التوالی أدى ) يستلزم وجود عدد غير. 
منته من الحواد العليا (على التوالي لدنيا ). ۱ 


و و و و و و 


مم ڪھ ن ر س ل 


تعريف(5.1) 
إذا كان عنصر من 4 حادا أعلى (على التوالي أدن ) ل 4ء فإنه يسمى 
أكبر عنصر:(على التوالي أصغر عنصر ) ل 4 » و نرمز له ب: .4 حفص 
(على التوالي 4 مات ). 
ملاحظة با 
عکن أن نعرف الآن القيمة الطلقة كما يلي: max (x,-zx)‏ ع لد , 1 ع ۷۶ 
لیکن 7 ع ۲ ١‏ نضع : max(x,0) x7 = max(- x,0)‏ = ۲ بین أنه: 
=x +¥‏ تارب ین ۱ IR,x* 1۳, EIR, X=‏ ع عر 
قضية (61) ' 
إذا كانت 4 تقبل آکبر عنصر (علی التوای أصغر عنصر) فان هذا 
الاعیر یکون وحيدا. 
البرهان ظ 
لنفرض آن ۸۲ هو آکبر عنصر ۸.1 و '24 هو أيضا أكير عنصر ل » إذن: 
M = max(4) c5 Vx e A, rie‏ 
M'= max(4) o Vx ۸ , 5۸۸۸ ۸‏ 
“M'SMAM SM'SM=M'‏ 
ملاحظة 


(ذا کان [2,0,م) < 4 فان (ه-,ة-ره -) عنم > (4) محقم - 


و بصفة عامة A)‏ -) هتمه = max A‏ - ؛ حيث (۸4 ع عدر ات 4 - . 
تعريق (7.1) . ظ 
| نقول عن المجموعة 4 أنها محدودة » إذا كانت محدودة من الأعلى 
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د یت تت ت یی 


| ومن الأدن في آن واحد. آي: sa‏ ۲ > ۵ ,ری 15/۷۲ ,»3 
قضية (8.1) 


| ۱۰۸۵ 4 عا :0 < قلع كه وق مجموعة غخدودة ‏ 
تعريف (9.1) 


نسمي حدا أعلى (على التوالي ۳ ( ل ا ۳ ۳ أكبر) 
الحراد العليا (على التوالي الدنيا ) ل 4 عند و+موده. و ترم له 
اه ونه (على التوالي 4 صز ). 

خاصية (10.1) 


لتكن 4 جموعة غير نخالية من ۴و 15 ع :1 /۷ر. ( IR‏ مزودة 
بعلاقة الترتيب العادية المشار إليها سابقا ) ۵ 

1 00 ع يلون M1‏ هو الحد الأعلى للمجموعة 4 ؛فإنه یلزم ویکنی أن 
]| يكون : 


81 كه :ادع ه؟ | E‏ 
,6 > - ۸:۸۷ > 0.236 < ۷۵| 06 


۱ 2ح يحون بم هو ابد الأدى للمجموعة 4 » فإنه بلرم ويكفي أن 





e: Or 
وود‎ > f و ار‎ 
[۷ : ela, SAG, > ۱۳ ۰ 4 1 


البرهان 

[. الحد الأعلى للمجموعة 4 إن وحد فهو أصغر الحزاد العليا ل 7 وبالتالي 
فحين یکون ۸۶ هو اد الاعلی ل- 4 فإنه يلزم ويكفي :أن يكون 4 حادا مرن 
الأعلى: 5۸ م۸ ۷۵. واذا كان بر عددا حقیقیا آقل من ۸۶ فإن بر لا 
یکون حادا من الاعلی للمحموعة 4 بعبارة آحری : 


9 a e e SS ع‎ a 1 a ال‎ 


0 
۱ 
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1. حقل الاعداد احقیقید 1/۲ 





3a, 7 0‏ >= ۷ > )1۳ ت بر 
لكن الأعداد بر من ۴/ النحققة للمتراححة ۸4> ر هي من الشکل ع- ۸ 
حيث” :61م عندئذ يكتب الشرط الأخير بالشكل : 
~E <a,‏ ابا :4 ع ,38 ,0 < Ve‏ 
2.بصفة ماثلة ؛ حي يكون بج هر الحد الأدن ل 4 فإنه يلزم ويكفي أن يكون 
م حاذا من الأدن  :‏ 86> م, 4 جهتناء وكل عدد حقيقي آکبر ماما من m‏ 
لا يكون حادا من الأدن ل 4ر بعبارة أخرى : 
ظ e A:a, <m+ e‏ ,0,36 < م٠‏ 
4.1.1 مسلمة اد الاعلی و احد الأدن 
فظرية (11.1) 
1. کل حزئ 4 غير خال من 78 محدود من الاعلی یقبل, حدا علویا . 
2 کل جزعا ۸ غیر حال من 18 محدود من الأدن يقبل | حدا سفلیا . 
قضية (12.1) ۵ 
| إن الفضيتين 1 و 2 ؛للنظرية السابقة » متكافعان. 
اثر هان ظ 
لنبرهن فقط أن (2 < ا) وببرهان مشابه نبرهن أن (1 < 2). 
لیکن 4 جزءا غبر خال من 18 ومحدود من الأدن» نضع: (۸4 > ۵,ت-) < ۰24 
إن 2 ير ' إلآن 2 7 ؛ إذا كان بجر حادا من الأدن المتموعة 4 فان : 
(- > - : یر ج ۷۵ جب ه 5 7 : إأر تج ۱۷۵ 
ما بدل علی آن «- هو حاد من الاعلی للمجموعة ۸4 . 
وحیث أن © 4 ومحدودة من الأحلی فانما ملك حدل‌علویا وليكن ٠×‏ 





وحسب الخاصية السابقة يكون لدينا : 

Va' e 4 : ۵ <S x : 

Ve >0,3a'e A':x-e <a' 
۷۵ ومنه : (۵ > ۸۰-۷ 6 ۷۵ < ۶ > ۸۱-۵ ع‎ 
من جهة آخری  إذا كان 12 عع فانه یوجحد ۸4 ی ۵ يث '۾ > ع - × تضم‎ 
۾ فیکون لدینا : (۾ < + ×- جه ۾- > ع-) وبالثای نان:‎ = 
. 4 مت 30 21 ۷۶) اي ۶ - هو اد الادن للمحموعة‎ > ٠-×( 
هاهي الآن خاصية هامة تمتلكها المجموعة 27# تعرف تحت اسم نخاصية أرحميدس‎ 
٠ : والي.يمكن صياغتها على النحو التالي‎ 
خاصية آرفیدس‎ 1 

نظرية (13.1) 


| عدم > بر : 610۷ 3۳0 : +11 ء بر ,0 > Vx‏ 
البرهان 
لیکن 1< :1ء (بر,«) » إذا. كان 0>بر عندها يكفي أن نأحذ 1- م ويكون 
لدينا وضوحا × > بر . نفرض الآن أن 0 < بر ونبرهن النظرية بالتناقض آي 
نفرض ان × < بر. من احل کل 1۷ ع 7 » لنعتبر الحموعة: .X={me,ne IN}‏ 
إن المجموعة ل غير نخالية من 18 مخدودة.من الأعلى ب بز » إذن تقبل حدا. 
علويا. نضع ل مدو -ى » إذن بأحذ <<ع؛ حسب الخاصية(10.1) يوجد 
Eê‏ يحقق: ۰ 

(s-6 >, = s > × + 6 =)", + 1(×( ۱‏ ۰ 
وهذا مستحیل لان 2 900 ی و × 6 (1+ ۳ ). 


)4.۱( نتائم‎ 
Ves Se OES 
n 
عرلا‎ < 1,54 eIR, Ine IN": x" >M 


Vx:0<x <1, Ve >0,3n e IN: 0 < x" > ع‎ 


eIN:0< 2, <e‏ 02 < ع۷ 


البرهان 

1.نطيق خاصية أ رحميدس بأخذ 1 دير .2 , 

2 انشع ۲-1 بر لدينا وضوحا 0<ير » من جهة.أخرى لدينا حسب مفكوك 
نيوتن: بزو + 1< "برج ...+ #برة© + رم + 1ك "(بر+ 1) د "×+ 

نضم الأن 2۸-1 ,برع حسب حاصية ار میلس یوجد * اج «.يحقق : 


"مد > إل جه 1- "بد > 1- ]رز جح يرن > ج ۰ 


۴ 4 يا‎ WFI 


3. لیکن 0>×>1 ›مماأن 0 < × فانه يكون لدينا من حهة 0 < "× ومن جهة ۴ 


آخری یکون لدینا ایضا 0<ن وما أن 1> عد فان حك : الان لیکن اجنع.» ۱ ۴ 
1 ۹ 


حسب النتيجة السابقة فإنه يوحد 61۷ 1< يحقق: > ب e‏ < 6 


x 


4. نطبق النتيجة السابقة من أجل < = . 


وج وه 


۳ ۹۳ r 


[. حقل الا عداد ا-عقيقية ؟// 


1 المئية الطولوجية للمجموعة 1 . 


1.. اجالات من (7. 


تعريف (15.1) 
ليكن 7 حزما من 16 » نقول آن 7 الا من جم إذا كان من آخل كل 


1“ لع (5,ه) يكون لدينا : ع ۲ د[ > ع > ه 
نظوية (16.1) 

الحالات الوحيدة من ۲8 هي من الشكل 13,2 أو من الشكل : 
حال متاق من لماز (ه<< :12م - إممدره] 
بحال مفتوح من اليسار h,+ol = {x e R:x > a}‏ 
بحال ملق من آلیمین (6 > :1۳ ) <-[۰۰,۵( 
بحال مفتوح من الیمین (>* :21۳ ) > ]فرهه [ 
بحال مغلق [a,b]= {re R:a<x <b}‏ 
بحال مفتوح ( >> 1۳:0 ۲ < إضرط 


بحال ففتوح من الیمین مغلق من الیسار (۵ > ۶ > 1۳:6 2 <) < ]۵,] 
بحال مغلق من اليمین مفتوح من الیسار (8 >> :2158 -[ق,ط 
البرهان 
۵ لنبرهن مثلا آن کل بحال 7 لیس له حاد من الاعلی ولا من الأدن.هو 1 . 
ليكن 12 + يما أن 7 ليس له حاد من الأعلى؛ إذن يوجد 661 بحيث +« < 6 
وحيث أن 7 لیس له حاد من الادن فانه يوجد ع6 يحقق :> 26 إذن: 


> ×> ومنه فإن كرعخ . ٠‏ 


۱ ليكن غ1 ع2 و >< بر أي إمعد,ه] ء عد ما أن 1 غير محدود من الأعلى فإنه 


۱ بالفعل: لیکن x>a gxeR‏ 4 بما أن 7 غیر نحدود من الاعلی فانه یونحد 
- 961 قق ×< وبما أن > هو أكبر الحواد الدنيا ل 1 إذن ‏ ليس حادا من 


أصدرط - 1. 
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© الآن لنبرهن أنه إذا كان 7 محالا له حاد من الأدن ولیس له حاد من الاعلی 
يكون إما من الشكل إم+,ه] أو من الشكل ]ممدرط . 

عا آن 7 محدود من الادن فان له حدا آدن ولیکن ۾» عندئذ ]ممد,ه]- 1 أو 
]عبر > 1 . هنا نمیز حالئین:. ۱ 

1. إذا كان ۾ هو أصغر عنصر لي ؛ لنبرهن أن : ]ممدرم] - 1. بالفعل : ' 


بوجحد 61 ث8 يحقق 8>+« وبالتالي: 1+ ج ؤ > كه أي 1ح إصدره] و.منه 
ابرم 1 4 
2 إذا کان ۾ لیس هو اصفر عنصر في :1 عندئذ نيرهن أن ]درط - 7 . 





میم 


۰ ی‎ 1 
aa ۰ ۰ a 
4 4 ۰ . ينا‎ 
9 ۴ A7 


الأدن إذن يوحد ,ع 'ه بحيث ع > 'ه وبالتالي : اع حت (>: > , أي أن ر + 


تيزهن بالبقية بنفنض الطريقة 2 


۰ 2.2.1: اجموعات الکثيفة ف ج7. 
الجزء الصحيح 


اكزمة (17.1) 





E AP ۰ ۲ 
۰ 


من احل کل 1-4 » یوجد عدد صحیح واحد وواحد فقط نشیر له 
ب E)+(‏ ويسمى بابأخزء الصحيح للعدد الحقيقي 1 يحقق: 

۱ E(x) <x < E(x)+1 
..+ بعبارة أخرى (+) هو أكبر عدد صحبح أقل أو يسرى‎ 


1 


صا ل 
د 


البرهان 
-) إذا كان 0 < × » عندئذ حسب خاصية آرهیدس :> ۲: 1۸۷۲ > 3 
وبالتاي فان ابحموعة («>:: ع مإ - ير غیر خالية من 187 » إذن فلها 
أصغر غنصر ولیکن ۷ > وه إذن 1< وه » نضع 1- و9 - ()م . إن 
للد » 1- ,, وبالتالي فإن × > 1- ہہ › إذن : 1+ (×)£ > × > E)x(‏ 
-) إذا كان ,2 عددا طبيعيا يحقق : 1+ ,7 > * ك ,م » فان 1+ ,7 هو أصغر 
عدد طبيعي آکبر تماما من > ذن 1+ هو أصغر عنصر في 6 وبالتالي فإن 
()5 < ,: . نفرض الآن أن 0 > + ء إذا كان ۲2 عندئذ نضع ۶ - ( 
ویکون لدینا : 1+( >>( 
-) إذا كان 7 »+ ؛ عندئذ 0< بر - وحسنب:ما سبق أنه يويد حدد حي 
واحد ؤواحد فقط («-)2 يحقق : 1+ (-)2 > +«- > (م«د-)ظر» وحيث أن 
eZ‏ فان +« عو (م-) » إذن: 
E(-x)+1 5 -(E(-x)+1)< x <-E(-x)‏ > عد- > (عد- )ل 

نضع الآن (إذا لم يكن هناك لبس) : (1+(×-)5)-= (×) فيكون لدينا عدد 
صحيح ( يحقق : 1+ x < E(x)‏ کا ` 
)لذ كان اواعدذا صحيجا قق 1+ > > م فإن : 
إذن )8 < (1+ ) - وبالتالي فان (م«)اط - (1+ (*-))- - م . 
من ضمن التطبيقات العديدة لهذه اللازمة النظرية الأساسية العالية ؛ 
نظرية (18.1) ١‏ 

| من اي عددين حقيقيين مختلفين يوجد على الأقل عدد ناطق . 
:اليرهان 


ليكن. +1711 (نررد) بحيث بر > يد » لدينا 0< بر. 


وف > عب يه (1+و)- 


12 


5 
ی ع سوس س صنيو د و ل 


یم یم س س س س سا س سسا ۰ 


خسب خاصية آر میدس فانه بوجد عدد طبيعي 7 غير معدوم يحقق : 
1< (×-س)» إذن < »ر جسب اللامة السابقة بوحد عدد صحیح 
E) (‏ = ۸ قق : لے . وحيث أن ال < مدب فإننا نستنتج أن 
رش یال ناه مد فا منود ملا ین د و بز. 
أنضية (19.1) 
| ان العادلة 2 ير ليست لها حلا في 2 . أي أن ©» 2/. . 
البرهان | 
بالفعل» لنفرض أن لما حلا في 2) إذن يوحد زوج "1۷7 "10۷7 > (و,م) بحقق: 
- )2( أين م وي أولين بينهما. إذن :*ي2= ”م أي م زوجي و بالتالي 


۷ > 34 بخيث 2= م و منه 29 - 483 إذن 3و - 242 أي 4 زوحی و. 


بالتالي 1 3k‏ بحيث ٩= 2k,‏ و یت أي أن 2 قاسم مشذرك 
لكل من م و ي وهلا تناقضا. 
نظوية (20.1) 
| ین اي عددین حقیقیین عتتلفين يود على الأقل عدد أضم .. 
البرهان 


حسب النظرية السالقة فوجد SR FEB‏ : > < 
لضع 2م دج او نبرهن بسهولة أن 261212 . 


" ملاحظة 


يمكن أن نصیغ النظر ية(4.2) علی الشحو التالي: 


13 





۱ 
۱ 
۱ 





وسيب بد 
۰ 


سس موي د ۰« 


عن و عداد الاغيفية 4/] 


[. حمل الأعداد الحقيقية ؟// 





5>-6: 6۵ 0,29 < 15,۷۶ و۷ ملاحظات ۰ 
و عکن آن نصیغ النظرية(5.2) على النححو التالى : 6) ابموار ليس بالضرورة أن يكن جالامن 1 . 
۱ 6) كل ال يحوي النقطة © ليس بالضرورة أن يكون جوارا لها . 
۵[>6- :216۱۵ 236 :< 1۳,۷۶ و۷ ح ۳۳ ۱ a‏ 
الآن ليكن النعريف التالى : ظ 0 مفتوح يحوي زوا 
تقا ارين لنقطة © هو أيضا جوار لها . 
تعريك (21.1) ۱ ناطع جوارین هو ایننا حوار 
۰ ۱ ِ ع) (ذا کان 7 جوارا لنقطة » فانه بوحد  <0‏ يحقق : 
لتکن ۸ بحموعة غیر خالية من:ج13؛ نقول آن ۸ كيفة في ا إذا وفقط ۱ 
اذا > لاك ]۵+ ۵,ه -ع 
6>-۸۵:۵ 2 :15,۷۶۵ وب | نقطة التراکم 
أو بعبارة آحری : تعريف (23.1) 1 
۶۵ +۵,ع- 0 < 17,۷ وبا لتكن 4 جزءا من 7 و 621 نقول آن » هي نقطة 7 A4‏ ۱ ۱ 
أي أن كل عدد حقيقي عکن تقریه بقدر ما نرید بعدد من 4 . وبالتالي إذا وفقط إذا كان: 4 
بيت السابقتان يمكن صياغتهما على النحو: 94 كثيفين ني Ee‏ ,0 < م ' ۱ 
بعبارة مكافة إذا كان 7 جوارا للنقطة ۾ فإن ۾ تكون نقطة تراكم ل 
ملاحظة ۱ 4 إذا وفقظ إذا كان: ۰ © An \{a})*‏ ۱ ۰ ۲ 
ن /2,/7 غير كثيفين في 22. بالفعل. لاحظ ۱ "| ویرمز بحموعة نقاط تراکم ابحموعة ۸4 ب ۸4 وتسمى بالمجموعة المشتقة . ۱ 
ثلا: 2 > 7۷ ]0,1[ ,0 2م ]1,0 -[. امعلة ۱ 
۱ ۱ ۱ ۱ 
الجوار . 1.۰. أثبت أن الصفر هو نقطة تام لمجموعة | > ۳ < ۸ . i‏ 
هویک (22.1) الكل ٠‏ . ۱ ۱ 
لیکن 18 م نسمي جوارا للنقطة و كل جزء من +17 بجوي غالا بالفعل لیکن 7 جوارا للصفر |ذن پوحد ٤<0‏ میٹ : 2۷ ]ورم اع 7 . ٠‏ 
مفتوحا الذي هو بدوره حتوي النقيلة ۾ . حسب خاصية ار میلس یوجد "الدع وم بحیث : > > و- چ [ < هرا 1 


2- لیر المجموعة ۵ جين أن كل نقطة 1۸ء م هي نقطة تراكم للمجموعة @. | اي أن ١ت‏ هى نقظة تزاكم ل 4 . 


۱ الل الآن بإمكاننا إعطاء نص النظرية الرئيسية وال لما تطبيقات جد هامة ونقبلها بدون + 
بالفعل لیکن ۶ جوارا للنقطة م من ؛ إذن بوجد 0< 6 برهان. 
1 :> هر - وج 1 نکن نعم أنه ين عداين حنفين علين برحد | فظرية(51ت)[بولزانو- قايرشتواس] ‏ 
nê Ar Jj 3‏ 2070370 | كل بجموعة غير متهية ومحدودة من 18 تقبل على الأقل نقطة تراكم . 
7 3. بين أن 1 هو نقطة تراكم للمجال [1,2[ . کا د 
ف 1.نقول عن النقطة ۾ أنها ملاصقة للمجموعة 4 » إذا وفقط إذا كان 


بالفعل ليكن 7 جوارا للعدد 1 » إذن يوحد 0< م يحقق : لاح ]ع + 6,1 - |[ . 


نضع (6, گنت +1= y‏ » لدينا 1٠ر‏ » من جهة آنحری لدینا آیضا : آع + ه,ع -طك ,1 


بعبارة آحری 6 > |ه-ع|:۸ 0,23 < ۷۶ . نشیر عادة ب ۸ بحموعة 
النقاط اللاصقة للمجموعة ۸4 . 

2. نقول عن النقطة © آنها معزولة للمجموعة 4 ذا كانت 4 © ه 
وه لیست نقطة تراکم لد ۸4 ۱ 


.سے س ل رابخا مد هو 


6غ 0,2۸4 0 


1 


(2 > بز > 01م(1+6> بر > 1) إذن : ©2[2,ازم أ + ام-1[ . 
نظرية (24.1) 
لتكن 4 بحموعة جزئية من 1 . إن القضینین التاليتين متكافئتان : 
1 .حموعة 4 كثيفة في 17 . 





۱ أمغلةٌ ٠‏ 0 
2. كل نقطة من ۸[ هي نقظة تراكم ل 4 . e‏ ۱ 
[.إذا كانت © نقطة تراكم للمجموعة 4 فإن ۾ تكون ملاصقة للمجموعة 4 
1 ابرم .۰ 2.إذا كانت 4رء ه ۰ فالها نکّن ملاصقة للمجموعة 4۸ . وبالتالي فان ۸ ۸4 


لدینا وضوحا أن 2>1. 3.الصقر نقطة مل 1 ١‏ 2 عة اف 


لنبر , أن 122 . لیکن 212 و 0<ع ولنعتر العدد + مما أن 4 كثيفة #9 ِ و 
ن لیکن 2 ولنعتير 2 4.إذا كان بر ۾ > د فإن النقطة .۾ نكون ملاصقة للمجموعات التالية : 





في 18 فانه بوحد 4 متی: > | 2 + م)- بل اي أن .یه از kal‏ 
۲ بعض آلخوا ص: 
هی رو دنل م IF XA o‏ ى لدينا : ١:‏ 
ا ام یت تب لتكن 4,8 ججموعتين : 
6>|ه-م >0 هدع +و > بو > بر گجو > و-و و 4 د هتح 2.4. 4۸۵4 < 1 


4-8 ح 8م44 ٠‏ قاب 4م - 8 ۵ 3.4 


mS oS. ga. EI 
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1. حقل الاعداد اقيقية 1 


وه ضوع 


ما ینقص ابحموعة 77 هو كوها ليس لما أصغر عنصر ولا أكبر عنضر . لذا تعرف 


تمارين - مجموعة الأعداد الحقيقيّة 1 


COTIN 
۳ 








عنصرا جدیدا نشیر له بب هه - والذي هو آصغر من جميع عناصر المجموعة !11 . 
یس وا و ا ی 
وتسنمنی 18 بالستقیم هت . هذه المجموعة الحديدة تحقق النظرية التالية : 
فظرية (271) ٠‏ 0 


| كل حزء من 18 يقبل حدا علويا وحدا سفليا في 18 . 


: ونضع عندئذ‎ IR 






أخيرا لدينا قواعد الحساب في 12 معرفة في الجداول التالية : ئ7 VneN',‏ 
لیکن 1۳ × لدينا : 1 
ا.قراعد الجمع والطرح : . 5956 وب ۱ 3 “بارج يريا : 
٠ ۰ 2 2‏ 
۳ ۳ تسا طعي 
قياض رات وه 1 
۸ ۳۳ لتكن ,2©.,....وه,رة أعداد حقيقيّة موجبة بحيث 1ح .2,.4..٠٠١0.4,‏ 
مد o AA‏ | ا برهن أن 1 2 ۵ ...+6 +6 : 
ب.فر اعد الضرب : ۱ 
E‏ ارين 3 0 1 
ا ۱ 8 
2 77 (2) لتكن ,× رد ,7 اعداد .حقيقية » آثبت 1 
سای و لا 
۳ سجس E * EE‏ أ : 
18 ۱ : ْ 





۶ 1 لحا كاري" و 
ل اله 1 5 0 3 و 
YY:‏ ان ۵ ALR‏ 9۹ 
و و 
ا ° ر 2 پ 


(3) برهن بشكل مباشر على صحة المتيغتين التاليتين: 


)1( لالح تكن كته زمزم جم)+..ه(مةجم) +( جما+ه 


a+(ar)+ (ar?)+... 4 (ar) = اسه‎ ۳ 


وذلك بفرض أن 1 في الصتيغة الثانية. 
باستعمال البرهان بالتناقتض» برهن على صحَة القضيّة التَاليّة : 


r” 
۰ 
3 








ENES ru e, oe 


. E(a)+ E(6) < E(a + 0) < (ع)تا‎ + E(6)+1 4 غرین‎ 


8 ح 4 » لنعتبر المجموعة 8 المعرفة ب : xe4|‏ .=8 





رین 9 
ليكن 1و [مجالين من 18؛ غير خاین. ... 
() برهن آن الشرط الكافي » حتّی تکون المجموعة ان / مجالا » هو 
0 ۶ لدم ]. 


۱ ۱ 
أنه إذا كان 0 * 4 ,م1 ؛ فإن 8 مناة موجود و أن حدس 9نا8: 


نه ذا کان ۸-0 10۲ ۰ فان 8 مده غير موجود.(استعمل البرهان 





م 
8 
3 
3 
| 
2 
١‏ 




















ن). هل هو شرط لازم؟ 
این 5 2 اعطي شرطا ازما وکافیا علی و 3 محتّی تکون / مجموعة محدودة 
فى | . 
آنه : في 
ل کل 1/7 و من أجل كل 0 < 7 ؛ یوجد عدد حقيقي وحید بر بحيث غرین 10 ۱ 
3 لتكن المجموعتین ۸4 و 8 الممرفتين ب: 
لهذا العدد الحقيقي ب : × |« {ne‏ =4 : | زر مشق -و . 
n+] 7+1‏ 

عرین 6 اس ود ل تلد > : 

۱ ۱ برهن آن1 هي نقطة تراکم للمجموعة 4و آن 2- هي نقطة تراکم للمجموعة . 
حد الأعلى والحد الأدنى (ان وجدا)» للمجموعة 217 ۸ المعرفة بس: ES‏ 0 
A= (sin -‏ 

E 
1 حيث *18 ء(/,ه)‎ 4 - {r+ ,«: -]غ‎ 
A= x" + 2x:xe 
7 رین‎ 


8 أثبت أنه كل مجال مفتوح ]۵,ع[ يحتوي على عدد ناطق على 





تمرين 8 
کل عدد حقيقي عدء و من أجل كل زوج (/,2) من الاعداد الحقيقية؛ 


۷ 
+ 
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نمارين - مجموعة الاعداد الحقيقيّة ؟إل 






زا 3 2 
دزي ۰ ام ET‏ 
, 1 1 وتف بط 2 N‏ یچ 
AN 5 ۰ 3 1 0 ۹‏ 1 5 ۰ 7 ۹ : ۳ ۳ 4 
۱ 1 6 ¢ / الع ل ا 595 4 > و ® ۰ 5 ۳ E‏ 
١‏ 0 ۹ 2 ی از ۱ ۳ 77 2 RAT‏ ۰ ۱,0۰ 
0 9 سب ۴ ۱ 1 9۵ ۱۳ ۷ نانب ° 35 ار 
5 ا 5 7 7 و 3 : 1 ۱ 1 0 
5 امد وني سل اتیب 5 0 7 KC 1 0 e r‏ 2 و و و ۱ 35 
۱ »1 ا 8 1 ۱ جه سا ۱ SAN : A‏ 001 
OTO ۰ +‏ ۱ 1 2 7 99۳ )1 
ی 100 00 ا 3 
ااي rT‏ 0 0 8 5 
رل 
۳ 
- 
عرین 1 
1 ۸ 1 


)6( )1( همع )1=( a+ (a+r)+--+ (a+‏ - ا 
عندئذ عکننا أن نکب 
((۱-)+۵)+(2(۳- »)مج جم) یم - 1 
(a+ (n-1y)+(a+(r-2))+--.+(a+ +a‏ - 22 
و عه مع این حذا نحصل علی امن 
((0-0)+02)+۰۰+((1-م+مم +( »)من سور 
ر بالثالي ( 1۳ ہ) + مے)ہ = سم لاجم ممه 5 
ے 
و هو الطلوب الاول. 
)2( لنفرض الآن دعوو مدهو ولد ويم وى و 
بضرب طرق المعادة ب ٣‏ جحد "منم (ar)+..+ar""‏ = ۱۷ 
بالتالي "م م ی 
ر : ۱ مر (۳- بر( اذن ۳ - 6 =“ م2( -1)» و إذا كآن 
۲ فل غي تام ٠2‏ و هو الطلوب. ۰ 
(6) لإثبات هذه التراححة نستعمل برهان باتاقض: 
نفرض العکس» أي أله (*/7اج و') بحيث يكون 


۳ 


3 
4 هه‎ 
۹ ١ n; (e + 0 nê 


1 

۶ و 1+ و 1 2 

۱ 3 د باتاي 2۳0 < وم + ثم إذن ۵ < وم أي > وم. 
وهذا غر مکن, لان 1= n,‏ (طللا آن "7 n,‏ („ ۱ 
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۹ 


4 هه موی 


و ر 
اذل ج : 
.vYne IN 1 -‏ 
(ع) لنبيّن أن 
[ + صة )1 
لاا تويغر سحل 
۱ ا 55 تأحذ ۱ 2 ).) الشکل ۱23 2 ۰ 
الم سے *1 ر هلأ صحیح, 


0 5 8 
لنغرض أن الصيغة (*) صحيحة من أحل ۷1 ۶ . 
و ستثبت صحتها من أحل n=k+1‏ كما يلي: 
۱ ۲ 1 
لدینا (خسب الفرض) ۸۰ و 2+ و منه 


1 +2° ++ (k +1)" -1* + 2* ج...+‎  +)6+1( 


22k +3)‏ ( 1 ( ) / ۸ 
4 1+ 5 اه 5 2+1 دشن 8 
۰ 6 


و هذا يعي أن الصيغة (*) صحيحة من أجل 1 فرض ا س 


من احل 2 . 
إذن الصيغة (*) صحيحة من أجل كل ۷ و ذلك استنادا إلى طريقة 
البرهان بالتراجع . 


وت ت 


گرین 2 
نستعمل في هذا التمرين كذلك برهان بالتراجع 
من أجل 1-م الخاصية محققة لأنه (1- ,مات ( < ,و) 
من أجل 2 -م لدينا 1= 6,6 (0- 0,٩,‏ < وه) اذن 


a, - a, >0‏ ك2 = 2 < ,0 + به 


أي اللخاصية محققة. 
نفرض أن 


oc =1 
a, + a, +“ + a, 2= 1=, 02°" * 
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1 
1 


ونبین أن ا 2 ۰۵و۱0 + 2 پر +۰۰۰ + +6 

بالفعل ؛ لدينا 1= 4۰۰۰٦,‏ و هذا بعطینا حالتین: 

(1) الخالة الأولى: (۱ ۱۱2,۰۰۸ ۷۷ اعره 

a +a, +° +a, - +12 5+1 وباقال‎ 

(2) الحالة الثائيّة : بوحد على الأقل (1+«..,2,اع زز بحيث 1< به و 1> ره 
لثرئب ابم ***,ج6 © يحيث 1< ,9 و 1> مه 


ولنعرف وه وا ميث 


من (1) و (/7) يحد المتراححة المطلوبة . 
من أجل 2 لدا || + || ك |, + vx, x, € IR , |x,‏ 


n - ‫َ‏ 7 ت ntl nel‏ 
مرا | ۰ دن اد عرعل مد 


بالفعل 
اا “ااا کا + > دبع 
4۵ لیکن |پ| جم =| ر×| حیٹ > ار 1 إذن 











.-.svwevcoeoveoeoeoccvcvcecocvccvcceces 


۹ ۰ أ 











3 
۳ 


Ù, = 4,0 = do, ۳ ركو‎ =a (میرآ ,4 = ا‎ 


sveeseovovvevunus 


إذن 1= .و2 6 < .بط 4 ومنه ادا < ار 
1 2 ,۰۰۰+ رط + رط امد < ار 

77 ربم6,.2 + رم© ٠١+‏ + رن + رن جم e RDS‏ 

ع6 > بىى6 + م04 +281 ري© + ي0 + ريم + +..١‏ رم + رم جم اردا< ار 


|- م.م > بم + م6 +1 +271 © ٠١+‏ + ره + رن جع 


نجمع طرف إلى طرف هذه المتراححاث لنجد ؛ 
یسیو« عم 


+a, ++, 2 (+1) + (a, - (=a) 2+1 <‏ ۾ ج> 
۷4 .1-0 - ا وه اة 


سم س س س اء 5 





۲ وهي المئراجحة الثالثة. ۱ ر 
>= 2 ج ج سے *) لدينا أيضا 8 
قرین 3 ٠‏ 
0 لین ان fx ye IR‏ = کر - ی 1 درز - : يدج ...+ ودج 1× > ارعا و بالتالي 27 = el = = |e, |= maxlxı|‏ : 
أي برع کر - مر - -. : 


ای ۳ é‏ )کا 
(*) نضع بر <۸ ۲ اا = لدينا 


۸= + .4 ×+ ×< یجید ج اد 


لديا إر|+ ر - | ك إر + ر-عإ=إعإء ونه إر-ء| ك إر|- لد ....۰() 
كذلك مإ + إه- راك +ع - باد إراء رمه ٠,‏ إد- باك إا 
اي ار - | > لد - بر ک (ابر د إد) - (n) Ea:‏ 
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ي أن ۰ ۸6 وع آن 4<0 و2<0 فان 8 > أي (tr) <l‏ 0< 8 مه . وبالتالي 8مدد غير موحود. 
ام ۰ 


/ 1 
(دا 








رین 5 ۱ 
لتکن ۸4 مجموعة كلّ الأعداد الحقيقيّة الموجبة بحیث :> "2 . ن هذه احموعة 
محدودة من الاعلی ( ب 1 ذا کان ۲61 » و ب ‏ إذا كان 1<* ). 
لنضع 4 هده - ثر. و لنبين أن - “بر 
لنفرض مثلا أن بر > "بر » 6 < "یز - بر , لدینا » من أحل کل > با » موجب ) 
و حسب دستور ثنائي احذ لنیوتن : 


+ درد 2-1 4 ۳۳1 +۰ = hn)"‏ 4 بر 
+ سل + + "بو 


رین 4 : 
)١(‏ -) لدينا 0 < × ,4 ع ×۷ إذن ۸4 مجموعة محدودة من الأدن و بالتالي 4 ۱06 
بو جود. 
س) لدینا 8 6 ر۷ , ۸4 ٤ب3‏ بحيث در x è> inf A TED o‏ فان 
1 ۱ 


۱ x inf A 
إذن سيب كبر , 8 ع بزلا. وبالتال 8 بحموعة محدودة من الاعلی (ذن‎ 
0 ın 





یاو موجود. و هو حاد أعلى للمجموعة B‏ و عا آن B8‏ هو 
1 


. ¥ 











i : ۱‏ ۱ 
صغر الحواد العلا ل 8 فان 7 ون ا )7( + رل + ارو + "بر > 
[ لدينا ت 

کذلك من حل کل eB xe A‏ + إذن وه > < وباي چ تس xz‏ | "بر - "(بر + 1)1 +" برع ۴ 

0<ميم. إذن ك هو حاد أعلى ل ۸4 وبا أن 4 ہا هو أكبر الخواد عکننا آنحذ ۳ ۳ ع i FT‏ ؛ ومنه تحص على + ح ع + "بر > اا 
su‏ 1 

دنیا 4 فان 0 <4 154 ومنه 2 OE sup B‏ 1 إذن 4 » (+:ر) وبالثالي برك 8 +ير و هذا مستحیل . إذن >< “ير . 
in su‏ 


لنفرض هذه الرة << بر » 6 << - "بز . لدینا » من أحل کل 706۷1 و 
حسب دستور ثنائي اد للیوتن : 


19 مد کت ۽ رم - "ر = ۳( - بز) 
+ سا ny"‏ 


و مر تا ر ”< 


سول ید 


1 
۸ 7 د - 3] 
ن (0) و (0) ند سل وه .. 

2) إذا كان 4-0 )مز » نفرض آن 8 ده موجود (ذن: ‏ ده > بر ع بز۷ . 
ويما أن <sup8 ùl Vxe 4, eB .supB>0 iji BCIR‏ 1 
Xx! x‏ 

1 1 97 
سس دام ق هو جنا افد عة 4 إذن 
ي و مت هو ن للمجموعة 4 ! 


1 : 1 
د4 ممزء ويما أن 0= 4 ما فإن 0> سو هنا مستحيل لأن 
مناة 0 8 sup‏ 2 


4-ج-ح- <> © © © © © © © © © © © © © © © 6 © 6 © © © © © ج © © © > © © © © .© © © بي يي ج 6 © © © © 6 © 6644646462646 6 6 > © © © © © © © © © © ه ٠‏ 


264466656668666 868 هواوانه تهجاو وا نووم سمه‎ sno Sess es 


N ۰‏ ۴ ۹ 
: 0 ات ۰ كر کت 5 

_ El N mm N N N mm N E BER 
9 « 


+ کار جوا باه ايك ديا یلیس 


( ر( +۸)1- ر 
مکننا دائما احذ ۱ تحص 
۰ بر رب > ؛ ومنه نتحصل علی 


(< 6 - "ر< ی[ - ذا تناقم 0 5 
) بر و هدا تناقض» و باهال ×= "ر . و الوحدانية تأي 


من التراححة : بر > یز من أحل وب > پبر 
ا ۱ 
عرین 6 ) 


A= 0 2 € 2 (a 


a+ Û 
_5 ×>12 + 8-> (> 
۷ <ع‎ 01 2 





و منه .sup 4 = a+ Û‏ 
الجالة الثالئة 0 >ج 


إن التايع ( + يريم جسسير: ار متناقص على 1۸ إذن على ]2,1 -] 
دنه (2)ز > (وار >( :2 -]ع برو إذن 

4 ='f(-2)=-2a+ f rer] 

یبا ]1,1[ vy e IRsin x e‏ و بالتالي [ارا۔]ے۸. ا ق 


۸4 2.4 ۳ 
مجموعة غير نخاليّة ومحد ده إذن 1 ۱ 
ر inf A 3 sup A‏ مرحودین و 1ك ۸ ودی »جع > (ل مور مو دروو كد وبري 
0 


زر منه جع ور 


۱ 
©) لدنا ۳ 
) لدینا 1+ ا کچ او اانه 


إن اقابع وزو ۳ 
 :-‏ دوري و 7 هو دوره. نستتتم آن ۶ . 
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xe j\i sm(x-1€ (اایده‎ 


ا 
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پم ی 02 ان 
مسد بي ق که د - ا م e‏ يرون 27 ۰ 1 2 
و٩ E E‏ ۹ ا توو ا 
Ar E‏ ۰ : ۰ ف تانق کے ر ا و 7 
sup A 272 3‏ و حك وزو د كر كز ى 4 و مه 3 ا ا م 
7 7 ۹ ا و jl2‏ نرب , 
۴ 1۱*1 : ۷ ۰ 4 
Û ۱-2 (D‏ +۵ < ۸ و من جهة آحری ۰ 
سر 20م ۰ ١‏ 
e 2 + 1‏ 
++ => ع شاوه ۰ 
اك چ 1 6ه + 1> نم > 01 حوب 
بم 8+ سر تل آلو وم وک و E.‏ 
44 1 6 + *- > 20> > كب 22 رز( عون ۳ 
inf 4=0 3‏ 2 ۸421 (: , ۲ 
9 


الجالة الثاني 0 a>‏ 





| 
۱ 
۱ 


440440000050090 ° 


0 
ننسو ن 
وین و 





ق 
لیکن 0< ۾ h=b-‏ 
دیک م مدد لی رس وج امد لطي 


مو د -حسب نوا > 
"0 صنية أ ميدس ) بت و ب اب امه هزین 
رعیدص» 


إن التابع 8 + :ین وس بو  :‏ متزاید علی 1۸ إذن على ]2,1 -] 
او منه (100 >260/ > (2-)ر |2 ]ع عرو إذن Ts‏ 
و من جهة آحری 1 
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شارین - مجموعة الاصداد الحگفتد جر 





بوحد عدد طبيعي (عاظ - :7 08 شل و ۳ ((«ع2. هو ابر ء 


1 7 
لدینا کو کک و ۳+1 » ان تفن ۱ 
f 11 n‏ 7 


و بالتالي > > آي إا e‏ 2 . و هو المطلوب. 





تمرين 8 
لدینا 1+(×)£ > × > (٭)£ , ع جلا ۰ إذن من أحل 2,061 لدینا 
E(a)sa< E(a)+1‏ و E(4)< 8< 8)6( ١1‏ 
و نه E(a)+ E(8)< a+ 8< E(e)+ E(8)+2‏ ی 
لدينا من العلاقة (*) : ۱ 


£E(a)+ E(8)‏ هو عدد صحيح أقل أو يساوي 6 +ج ۰و عا أن (6 +0۵ هو 


اکبر عدد صحیح آقل آو يناوي + فان 
E(a)+ E(8) < E(a+ 8)‏ .....)( . 

لدينا أيضا من (*): ٠‏ 2 >(1:)8-(8-8)2 بج . 
لکن 8 + > (2 +ع)ظ و باهال ۰ 

E+ 8)-E(e)-E(8)<2 |‏ . 
ر حيث أن (28) )2 (2 + آعداد صحیحة زذن 
 E)+ 6(-E)(-E)8(‏ عددا صحيحا أقل ماما من 2 »ومنه 

E(a+ 5)8(51-(8)0-(م‎ 

أي 1+(قاظ +(عظ ک(2 E(a+‏ ...... )77( . 


من () و (17) تحصل على 1+()ظ+(ع)9 ک(م جع > (8)26 +(2)0 . 
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رین 9 
[) ستعمل برهان بعكس التقيض ٠‏ أي نبرهن على ما يلي : 
زب ۲ ليست محال ) > (©- رمغ ). 
نفرض آن كل ب:7 ليشت محال » إذن توجد ثلاني (2,ز,*) من 17 بحيث 


بز > ۶۶ مع نت ۶ ۰ لدا] بز و لد 61 ۰2 


إذن × و ير لا يمكنهما أن يتتميان إلى 7 أو إلى ل في آن واحد »و إلا یکون 


عنصرا من 1 أو من ل أي 2 عنصر من لاب ]۰ 
لنفرض فبلا أن 7 + و للع ر .لدیناء ۱۷:۸ و لا 
(1ت ع) م«(ء < 1 ۰ 
كذلك VJ >z‏ و بالتالي ۷ - رم [ .لدینا (ذن 
[( ل ں 7 لیست جال ) جه (© ع ل م 7 )] 


ومنه [( ۵ء رہ1 ) ج ر یں مال )| 
الشرط © + .ل م[ غر لازم » بالفعل : لاخظ أنه من أجل ]0,1] - 1:و 


آما]< 1 فان ]0,2]- مم وهو جال. . 
2) إذا كانت المجموعة آل لا محدودة» و حيث أن 3ن1ح1 و 
تنم ل فإن' [ مجموعة محدودة و ل مجموعة محدودة. 
بالعكس إذا كان 7 و 7 بحالین محدودين من 7# فِإنّه توجد أربعة أعداد حقيقيّة 
MM,‏ بحيث ‏ [,۳,,4]> لا و [ ,رجات 3. نستعج من هذا آله. 
إذا کان }ر [uJ c[m,M] ij M =supM,,M,} o m=inf fr,‏ . 
ومنه احموعة 3ب 7 جزء محدود فن 1 . ۵ 
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م 
- ءا يدس 


۳ 
E 01 


۰ سس 


هب . ب » 


.۰ 
ا اع وس بج 
® 1 ۹ ۱ 


۰ " 

۰ 

Gi ۰ ۰ 

۱ مقر REZE‏ با متا BES‏ ا 
۳ - ۰ 
۰ . 

۰ ۰ 
۰ 


۱۷٩ عرین‎ ۱ 

n=l 2 ۱ 5 U ۳‏ 1-1 
| من احل کل عدد طبیم 7 لدینا وی 2۳ و 1 ۶ aT‏ 
اوا IR‏ يتممّع بخاصَية آرهیدس فان ۹ 


: 2 5 
1 ۰ ان 1 ل [عع-1 منه عت 
هذا یستلزم + » و د . 


1 ۱ ۶۵+ لبا[ن ]ازع -[) 
ق لدم هلا مهب 
1% 1-2 . 1-2 


E + -2 و‎ ۷ ۷, e î هل »دیا‎ ١ 





Eas 0‏ +1-> وذ" الاء وق وا و منه 
ع + 2- > ه24 
۰ 1+ 


1 و باقالي > و 
0 أي 2- هي نقطه تراکم المسموجد .B‏ ۱ 
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تمرين 1 


لتکن ,©, و ها 
برهن على المتراجحة التاليّة درز هر( > 14 (e‏ 

ا 
هذه المتراجحة تسمّي متراجحة شوارتز .(Inégalité de Se)‏ 


تمرين 2 


,۵,۰۰۰ اعداد حقيقية 


' لتكن 4 و 8 مجموعتين جزئيتين من 6 محدونتين. 


1) برهن أن : 
B)‏ مساح 4 “عنم8 مده ك 4 مده) ج 4 
2)برهن أن 48 مجموعة محدودة و أن 
min (inf A,inf 8( y sup AUB = = max(sup 4,süip B)‏ 5331 
3) برهن أن 8 مجموعة محدودة .و إذا كانت ©4 4۸8 »برهن أن : 
(ظ min (sup A, sup‏ ك5 4608 مده و .inf ANB > max(inf A,inf B)‏ 
أعطي أمثلة في حالة المساواة » وفي حالة المترجحة ات 
4 إذا كانت ٤‏ هي مجموعة الاعداد الحقَیقية: و +م- -6 بحیث ۸ ه و 
۶ ع ا. 


برهن أن : 0.8ل8 +4 مدع - وه . 


رین 3 . 9 


شکن 0 ره ۰ :2 بط » ۶ >« >1. 


: 9 


0 ۵ تچ ,۵ f‏ < 7 و ۸ 0 2 16 ٠‏ برهن أن يده nis‏ . 


b, 
ml 
33 


44444 4+ ۰ 


ال 


تمارین - مجموعة الأعداد الحقيقيّة ؟// 


۱ a 60 ۳۰*۰۰ ۵ و2‎ i 
]] کے اون > ۶سا‎ ! )۵ 
2) 7 برهن أن اه‎ ) 


تمارين - مجموعه الأعداد الحقيقيّة ؟// 
ن أن: 3 ۱ 
(1) برهن آن ابز ی موجود 


ترمز لهذا العدد ب (5)4 أي (4)ق-ابر-ع| _جه و نستية قطر المجموعة 
xeA,yeA‏ 


سرت سور اجه 
عرین 4 


س کل 1039 ؛ نعرف المجموعة E,‏ و | "لطاع )۵ 


۸ 

(2) أثبت أن : ۸4 كهذ- 4 وده > (6)/4. 

(3) أثبت أنّه: من أجل كل 0< يوجد 4 ۶ و 4 عبر بحيث 
م2 - 4 که - 4 y|= sup‏ =| 

(4) استنتخ أن : 4 عمصذ- 4 مده - (0)4. 


مرین 8 | 
نقول عن المجموعة رح 4 آنها مجوعة مفتؤحة إذا كان من أجل كل / ينتمي 


© © > > > > > > » » > > > 


) برهن أن المجموعة ,£ تقبل حدا أدنى و: لن ++ «inf E, = inf‏ 
2( برهن أنه 47 > inf E,‏ 1۷ ۰۱۷ ۱ 
في أي حالة تکون لدینا المساواة ؛ 4/ه - ,£ گهذ؟ 


آذآ آذآ كلك 


تمرين 5 ۱ 
4 يوجد مجال مفتوح ]2,5[ بحيث ]ذ,طع/ و 4 -]5,[ ٠‏ 
من أجل 0<" ؛ نعرّف المجموعة ,5 ب: )2 (eos +i‏ = 8 إلى : ‌ | ١‏ 


برهن أن, کل دجال مفتوح من 1 هو مجموعة مفتوحه . 
1) أوجد تيمة ,5 عندما یکون 7 فردیّا » و عندما یکون 7 زوجیا. E‏ وا ا ا ا ل E E‏ 
2) نضم (فردي # ۰ ,)42 و (زوجي « ۰ ,5) <8 ۰ آحسب (8ں 4) ۸۴ا 
و (8 ن 4)صنه . برهن علی صخة التيجة باستسال التعریف. 
3) إذا كان ( > زر C= {rxyxe‏ آحسب 1046 و 50 . 


ا ا لي ل ابي تما 
تمرين 6 

ليكن ¢ عددا حقیقیا . لتکن م۸۷ مجموعة كل الأعداد الناطقة 5 بحيث ل > 5 . 

و لتكن ,م مجموعة كل الأعداد الناطقة « بحيث 4< . 

.sup N, = ¢ = inf P, برهن أن:‎ 

( تأكد قبل ذلك من أن ,اهناة و هذ موجودين ) 


ووو ووو ووو ووو وو ووووهوووهوووووووووووووووووويووووهوووووووووووجممو* 


مرین 7 
لتکن ۸[ ۸4 مجموعه محدودة. 
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xm Ka ii‏ سس 


î ê و پا‎ 


2 التتالیات اخقيقية : اجموعة ۳ 


٩, ۱‏ مفاهیم بعامة 


تعريف(1.2) 
لتکن ۷ حموعة ماء نسمي متتالية من ۰.2۷ كل تطبيق » من ۷[ في 
ب » نرمز لذلك بالرمز میم(,ن) آو (,ب) حیث ,» هي صورة العدد « 
بواسطة التطبیق با ويسمى بالحد العام للمتتالية میر(,) . 
مخال 
ال جب 1/۷ 
1 + 2 < (و) بو ور 
إذا كانت ۸[ = × » تسمّی الحالية مر(,) حقيقيّة و [ذا کان 6 < ۲ 
تسمی السالية عقدية. ۱ ۰ 
ملاحظا 
1 ھی اد ی رد مر(,) ‏ وین بحموعة قیمها ال نشير لحا ب : 
un, = {u,,n € IN}‏ 
وقد تكون لمتتاليتين حقيقيتين نفس مجموعة القيم دون أن تكونا متطابقتين . 
مثال 
لنعتبر المتتالیات التالية والمعرفة بحدها العام : 


ا- 2 وبمو 2 مو۷ ,1= ہو۷ 


۰۱۷۸ 61۷ < )-(۳ 


1 - ,۱۷ : 1 2 ۷7 ,1- < و۱۶ 
لدینا وضوحا (11-) ۶ بر بم۷ < بو ۷ igs os‏ 
۷۵ # م4 ,م۱۷ 7 و۷ ,و۷ ولا 
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أي أن المتتاليات میم(,0۳),یر(,) ,میم( مختلفة مثقی مثنی . 
2. نشير مجموعة المتتاليات الحقيقية ب 1۳۳ او ۴)/N,1۸(‏ . 
3. عکن لقطبیق (م)بدجمآن لا یکون معرّفا الا علی جزء 1 من 17۷ . 
هثال : 
N: = n,‏ ء ) آو (قردي « : 10۷« ) 
تغاريف(2.2) 
لتکن پیر(,) متتالية حقيقية . نقول آن : 
1.المتتالية مرم(,). محدودة من الاعلی (علی التوالی می الأدن ) إذا وجد 
عدد حقيقي 14 (على التوالي 7 ) حقق : 
(Vn e IN, Su, dJlgتll gle) Vn e IN,u, SM‏ 
2احالية پیر(,ن) محدودة |ذا کانت حدودة من الاعلی ومن الادن ن آن 
واحد . 
3.لسالية میم(م») مترايدة (علی التوای متناقصة) إذا كان : 
Vn € IN, u, SH‏ }على التوالي لا گ وپیر فا ,12 (vn e‏ 
4.التتالية ب( ,») رتيبة إذا كانت مترايدة أو متناقصة . 
ملاحظات 
1 لاحظ آأنه توجد متالیات لا متزايدة ولا متنافصة آي هي المتناليات بحيث 
یکون لدینا لاحل بعض الاعداد الطبيعية 7: ن < »> و لأحل البعض الآخر 
a‏ 
مثال 
المتتالية. ري (,:) المعرفة ب: "(1-) - ,نا. 
2 لاحظ آن متتالية غير متزايدة لا تکافی متنالية متناقصة.لأنه: 
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2. ااتالیات القیقیة" احموع: "۸/ 


میم غبر متزایده ‏ ( ےا < لا , 21۷ 37) و 


(Vn ë ÎN , ıı, >u) متناقصة هم‎ (u, o 


مثال 
"(1-) = ,» تعرف متتالية غير متزايدة و لكنها غير متناقصة. 
تعريف (3.2) 


ليكن 7 2 ولنعتبر المتتاليتين الحقيقيتين می(,۲)ءمی(,) ۰ 
1. نسمي بحموع العالیتین میر(,) و ویب(,۲) العالية میم(,ع) للعرفة 
E‏ 
vVneIN,S, =u, +,‏ 
2 نسمي جداء التالیتین مي( #) و م.(,') المتالية مي,([,ض) المعرفة 
بالشکل: ۱ 
۷۷ 8 ,1/۷ 2 ۷۲ 
3. نسمي ابلداء امخارحي للمتتالية. پی(,::) بواسطة القدار السلمي ۸ 
الحالية پیب(,ه) للعرفة بالشکل: ۱ 
بام > ,1۷,5 6 ۷۸ 
ملاحظة 
إن الثلدنية + (IR™‏ هي حلقة تبديلية واحدية. 
من ججهة أخحرئ لاحظ المثال التالي: 
نعتیر التالیتین الحقیقیتین میر(,) و میر(,۲) التلیتین 


2۱0 21:1 ۷۷ ,21 ولا 
0 ۷ :21 0,۷۶ < و۷ 


لدينا وضو حا: 0= ,12۷,۵۷ ۷ 


مما بدل عل. آن 10 تحم ی قواسم لصف . و بالا (.+, 18) لیست حقلا. 


" 2. المتتاليات الحقيقية: المجموعة IR™‏ 


تعری (4.2) 


المتتالية (ta‏ المعرفة بحدها العام = vn z1,‏ 


مفهوم التقاربء النهايات 


۰ 


را 
...تا تا 
۰ 


وت سب 
۲ 


©). لتکن می(,) معالية حقيقية و 1615 نقول آن (,») تتقارب 
نحو / او تقبل / كنهاية) إذا وفقط إذا كان : 

© > |1- منت رمع سرلالاة ۰۷ "10۷ (ع) وه ,0,35 < م 
أو بعبارات مكافة: 


ود د - 
| 


۱ گت‎ 
3 . الا‎ . ND OE mE. O HED DD MH OOM HE o 
۰ 5 وح سح سبو‎ ۳ 


.1( >[ - يب 21:۳ 1۳:۷ > و29 ,0 < ۷ 


تست و 


Ve >0,3n, e N , ۷۲ 612۷ : ۲ < و۲‎ 2 2-۱ >, > 5 +1 )2 
۷ ]ع+/,6- 1( رین :10 ۵ <ع‎ 3 

4( ]ء +ارء - لاح [الاع ,یط :212۳ 0,29 < ۷۶ 

۷۲ ۷ ودق2(‎ 6127۷۸۱ =n, 2u, eV أي‎ 

و نکتب << مار ۱ 

5). إذا كانت 


مد.(,/ة) متتالية حقيقية » نقول أن وي (؛) .متقارية إلا 00 
وفقط إذا وحد عدد حقيقي / بحیث می(,) تقارب نحو 1. 
ون حلاف ذلك.نقول آن التالية ى (,) متباعدة » بعبارة أحری : 
() میم(,ن) متقاربة جه ) 
6 > 1 - ,نا وه < ب, ۷۸: 10۷۲ ع ,0,2 < ۲:۷[ 31 

۰ مر(,) متباغدة جم 

o ۸, -1|< 3‏ < 1۷,۳ ع 37 : 7۷ 0,۷ < 32 ,1 ع ۷ 
مثال 1 


u‏ فش 


هق 


۱ 





بالفعل » ليكن 0 < ع حسب خحاصية آرهیدس فانه یوجد 1۷ ».,م مق : 
> 1 ما يقتضي أن چ » ادن > > Ê‏ 
1o‏ 7 9 
بعبارة مکافة الستالية ,رر(,ن) متقاربة نحو الصفر . 
مثال2 
لتكن المتتالية من(,۲) المعرفة بحدها المام : ۷,21 ۷۸<1 و 2-1 و۷ 
بين أن المتتالية م.(,نا) متقاربة نحو 1 
الل 


بالفعل لدينا : |1- ,بإ > 1,0 > ود < :۷۷ 


بعبارة أخمرى من أجل كل 0< » یوحد 1= , بحيث من أجل كل < م ' 
يكون لدينا م >|1- ,مإ » أي أن المتالية م(,۲) متقارية نحو 1. 

لا 

العبارة "أدرس طبيعة السالية مسا زا 4" يراد ا تحديد فيما إذا كانت البتالرة 


م.(,) متقاربة أو متباعدة. 


كيف نبرهن باستسال التعریف تقارب محابة حقيقية نحو عدد حقيقي ؟ 


عندنا رید آن نبرهن آن محالية ما میر(,ن) متقارية نحو عحدد حقيقي 17 | 


معطى فإننا نتبع النطوات التالية : 
) ثبت عدد حتيقي كيفي 0 < ع (إذن لا نعط أية 5 
2) بغدها نبرهن أن المتراجحة م > |/- ,/م| e‏ اقا حمیم قیم العالية ذات 


: قيمة عاددية للیدد ۰ 


الأدلة ال تفوق عدد طبيعي م7 يطلب تعيينه (الخلرل الممككنة الأخرى لا تممنا) . 


ا 
1 
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بعبارة أخحرى مجموعة حلول المتراجحة -|<s‏ ,4( بدلالة العدد الطبيعي 7 لا بم 

أن تبري جمیع.الاعداد الطبيعية وقد يستنئ عدد منته منها . 

3 . عملياء نبدأ الحسابات كما في حالة البحث عن حلول منراححة بدلالة العدد 

الطبيعي 7 لكن لا نبحث عن جميع الحلول . 
مثال3 


م برهن أن المتتالية وى (,) المعرفة ب ی متقارية حصر 6 


برهن أن لمتتالية میر(, ) المعرفة ب 


نحو 2 
9 


س ن < ,1۷,۷ 6 7 متقاربة 


الل 
)٩‏ ليكن 0< کيفي » نكتب المتراجة < ؛ واليّ تعطینا: 


1 
0 1 
(0 <2 ,وه < در + ما < 2 
م 
ومنه ذإن مجموعة الحلول هي الأعداد.الطبيعية الأكبر من العدد _-ء 


وبما أنه یب اخحتیار عدد طبيعي 10 بحیث ات » يكفي 
أحذ )م 
(b‏ ايده 0<م کی لام اين »لد 
e |"‏ 
n 8‏ (1 + 3077 
عندئذ بعکن (مثلا) آن خختار العدد الطبيعي ,الذي يفوق أكبر ايلحذرين للمعادلة 


نو 
6 





. 4 


2. المتتاليّات الحقيقيّة: الممسوعة “1۸ 





مثال 4 
4.لتكن المتتالية 0“( المعرفة بحدها العام : *يم - ,»:,// ج ٠7‏ حيث 1> || 
بين أن المتتالية ري( ,») متقاربة نحو الصفر 
الل 
بالفعل يما أن 1> || فانه يوجد 0< ۾ بحیٹ = 


من ری لد برهئا عند فراسة امه 7 أن : 


التعریف» لدینا 


2 +1 < "(0 + 1): 17 ع و۷ 
الآن ليكن 0< » ونبحث "عن العدد الطبيعي' م:, الذي يحقق الاقتضاء في 


)1-- 6( 


< ص رزمم + )ء > 1 جب ع > 
as‏ 





1 + na 


لنختار الآن أي عدد طبيعي و اآکیر من کے کڪ ولیکن ,< ۷ لدینا 


> 6 


1 


1+2 


1 


> سس 
2 + 1 


و 1 1 








|67 -0< 


بعبارة أحرى میز(,) متقاربة من الصفر . 


ملاحظة هامة 


عندما یصعب حل الترابححة ۶ >|/- ,| نحاول ایجاد متتالية حقيقية 
موجية می,(,۷) (بسيطة) بحیث یکون من أحل کل " (أو انطلاقا من رتبة 


معینة) ,> |]- 
وعندئذ يكفي أن نيرهن أن المتتالية 


. e, 


دل متقارية نحو الصفر . 


وعلى ضوء هذا المبدأ » لاحظ في المثال السابق أن: 


عور ان 5+ 2n"‏ 
1 |3 (1+ 30 


3 
> عل‎ 
n 


2 +1 


3 





" لدینا وضوحا 0<ع ع يا أن ۳9 متقاربة نحو / فإنه يوجد ,7 ا 


: 


2. المنناليّات الحقيقيّة: احموعة #چز/ 


1 ۳ ا 2 
وبالتالي فان : 2- 1 » إذن المتتالية ۳ متقاربة نحو 3 


رین 
9 3 
| برهن أن المتتالّة مي( ,؛) المعرفة ب-: [n (in2)‏ » متقاربة نحو 0 


م سم« ۰ ۱۷۰۳۶ 


TTA 


2 أدرس المتتاليّة 5 0 المعرّف ب: +[ rein‏ 1+ - ۷ ۰ 


اكل 


EE N LE او‎ 1 7 
Vn, cos n? sin = = |eos n° ‘sin لدینا: 2 ماع > لت‎ .1 
n ۱ n 


واضح أن السالبة ۱ ) متقارية نحو المتمر ومنه النتيجة. 


وت تم 


۰ 
۸ اسر ہی‎ 
N ON E ME E O E 1م نت‎ 55273 HM 
5۲۲ اکتا‎ N 
۰ 
9 وى‎ 
ات« ر ه‎ 5 go E ود الم‎ 
۰ 
۰ 
5 


2 من اجان 1< لديئا n‏ > (1 + )۱ ولڪ“ ۰ 


: 1.8 
۰ أ لدينا ۲۶ > ١‏ 07 0 سب وک 
من أجل 0<« لديا ۳> |# مال ؛ إذن ِ 


۳3 n2 








5 بر ۳۳ :. Ê +a‏ 
0 
متقاربة و 0(. 


نخاویة(5.2) 
لتکن مر(,») متالية حقيقية ۰ ۰/61۸ اذا کانت میب(,») متقاربة 


و 1 فان هذه النهاية | وح : 


البرهان 


۰ 


(۾> f‏ اجب ور < ور (Vn‏ 


کے 





لت لال 


mE 


3 


5 


گا :وین سره ر و ۴ فاته يؤسد رفز محتقق : 


(vn ,n = n 3 [ta ré)? : 1: ۱‏ 
نضع ,هه ون ذن لدینا : ۷2 6>(- ,۳ و > ,| 
من جهة أخري لدينا : . 
1/- وس |+| - مک ,+ ,= = |= viz n, ll‏ 
۱ وم سل( 0 
نج ملاحظة ..' 1 
إن لغ الطرية لپ : 
:0 نس ميت ده مد 
. مثال 5 أ 05 : 
5 لندرس طبيعة المتتالية , المتاية مر( ») المعرنة بالشكل : "(1-) = ,1۸ ج ۷ 
E‏ 


سسا 


لجا 


احالة الغانية: 


a a 
û 1 e! ° 
۰ 


. إن لاله تس ۳ متباعدة ۰ باعل قير نا 
. الخالة الأولى:: 


إذا كان ا ۴ 1 فإنه من ال (: + لا,[1- /8.:ز > ج > 0 يكون لدينا 
اس ۶ <|1- :6111۱ ۷ 





اذا کان بینات(/ (ثلا ,1ب | ) عندئذ من أحل کل 2> >0 یکون لدینا: 


24 < اج پیات ۷ 
وإذا كان 1-1 ففندئذ ایکون لدین : Vne IN,‏ 
اند دایم be‏ متباعدة ميم إن شاعدة هايات) . 


Un -!|< ع‎ 





كك 222 تين سروه 
تعريذ (6.2) 
من ضمن المتتاليات الحقيقية المتباعدة » یز لیات م( )٤.‏ الحققة لأحد 
الشرطين التالیین: 
< 510111000 
> ک ,۱۱ 2 واد < بر ۰۱۷ 12۷ م2 :18 > 2:04 
,)4( متتالية حتيقيةتخقق الشرط لول » عندئذ نقول أن 
امتاليذ میر(,) تول (ل مه + ولعب ملع پر تن . 
وإذا كانت المتالية الحقيقية ب( 7 تجتن الشرط ان ؛ عندئذ نتول أن 
الم( توول إل مس وتكبي:: 
أمعلة ٠‏ 


إذا کانت 


. ۱1۳9 ۷, 2-0 


8. لتكن المتتالية أ المعرفة بحدها العام بلشكل: :1+ 2 < ,با ,10 ع برو 


أثبت 9 مد ع. ۷ 1:۱ 


ا 


6. لتكن المتتالية !! لی ی( ں) والمعرفة بحدها الام: ,VnelN,u, =k"‏ 
8 :۰ ادرس ,. ,(,0). 


الل 


.a‏ باعل ان أحل کی Ae Ik‏ نضع ۳۹ هب کرد لدینا ؛ 


A+] > /‏ > د اد ح n‏ ور 


0 


5. لقد رأينا في ادال !. أن هذه المتالية متقاربة نحو الصفر إذا كان 1< || . 


ورأينا أيضا في الال 5 أن هذه المتتالية متباعدة عندما 1= م . 


e‏ 1< ۸. إذا كان 1= » فان السالية نات 





2. الحايّات الحقيقيّة: المجمرعة رز 


اذا کان 1 < عندئذ نضع 7۳ حیث ۳<0, 
لقد رأينا عند دراسة حصائص ابحموعة 8 أن 

Yn e IN’ ,k" = (1+ r)" =1 + nr 
لیکن :18 ع ۸ بما أن 170 ع ۲ یپ ی ای‎ 
: حمق‎ 


o EIN بحل"‎ 2 


<n,r 2 A <n,F +1‏ 4-1 
وبالتالي فإن : <r +1 > A <k"‏ ۸4 ,رم < بر 
ومنه فان الحالية پیر(مه) متباعدة عندما 1 ۶ اواو 2 ' الحالة عئدها ' 


یکون 1-> ۲. 
نظرية(7.2) ۱ 
| لتكن مى.(,') متتالية متقاربة ؛ ان بزر(,)) حدودة . 
البرهان ` 
عا ان ہے( (u‏ برس R‏ 1€ .قق : ,لا <! . من أحل ام 
بوحد 1 > وه يحقق 


HEL 2, eis | <| +1) 


۱ س اب بمب + ادا 2 


لدينا وضوحا : ک VneiN,‏ ` 


0 
1 


ملاحظة 
إن عكس هذه :النظرية غير صحیح في اخلة العامّة. 
مدال 


لنعتبر المتتالية الحقيقية میر(,») آلمحدودة والمعرفة بالشکل 


9 ۲۸۲ خر وه 4 


۰ س«س«<<س سس 


2. المتتاليّات الحقيقيّة: المجموعة "جر 








۰ 
۱ 
۰ 
1 
0 3 
oe‏ : 
مج ي 
۰ 5 
۰ 
٠‏ 1 
أ 
۰ . 


٠‏ أن هذه المنتائية 'مقناهدة. 
الل ۰ ۱ 
لا-ؤل أولا أن م ) محدودة. و من جهة.آخری» م ان از ء الصحیح 
لددد حقيقي ۶ یتضح,آن : ۶ >( >1- - :د مما يدل على أن كل محال من ۱ 
7 حاوله أكبر من 1 يحوي عددا صحيحا. إذن من أجل كل ۷ > ال 
اج kr,‏ ] وي عددا طبیعیا رده , تة ده 


فى : < رده < » وبالتای فانه بر ا 


الطبيمية ۳ وال رها بواسطة ایق 1 کرد اکر فنا سی ی ١‏ 


كذلك إذا اعتبرنا احالات ات | راب 2r‏ + ا ۳ أنه يوجد اعدد غير 


مت من الاعداد ۳ Pk‏ رالخ ضورها بو اسطة یی u‏ ردا اج 
2 


2 


حع ری التتالية پر(,0) تأحذ قیہا ن الحال ۱ ۳ اس شك : 
8 ج و ۱ 
2 ا کا ا 

EE‏ وود 


۰ 
بآ 









من قيم المتتالية ١‏ . 


وبالتالي فلا يوحد. أي عدد د »1 يمكن أن یکون ية لاد ۳ e‏ ` 
لأننا نستداوع دوا إيجاد بحال م رکزه 7 والذي مکمله له للمنجال [1,1-] 
يوي عددا غير ٠نته‏ مخ حدود المتتالية . اي أن المتتالية ۴ (u,‏ متباعده. 


1 


= عم وج سم 
۰ ۳۹ 


ی جه جع هوجو 


خیة(2ع) ۰ 
لتکن میب(,) مالية محدودة » میم(,") متقاربة حو الصفره فان ال 
ما ) متقار بة نحو الصفر. 
رثبات ۱ 
| آن الحالية میر(,ن) محدودة,فاله بوحد 11 ع 7,۸ بحیث : 
<M‏ لا ک ,10۷ 2 ۷ ۰ و بالتالي )|4| |( max‏ ك | IN, u,‏ ۷۷ وعا آن 
() متقاربة نحو الصفر فاد 


م ,7/۷ < ۷۶ : 1۷ ع وال ,0 < ۷ حیث )|| |( max‏ 2 





6 - ک4 < leala‏ ت نون خ :7 : 1۷ ع و2۱ ,0 < ۷6 


هذا ییّن آن " ا 


«,ا) متقاربة نحو الصذر. 
بلاحظة 
کانت الا مرر(,») محدودة و ي( ,ء) «خاليّة متقاربة نحو فاية زا + 1 فإئه 


مک کم ی لمم اه مدب (۷) : 
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>+ سه ج سس وی و و هت و 


هه و سوه + 


ی یه جى هه د جم و وم و وی ع و ن ۰ 
۰ 


لاز مة (2.:) 
کن ا 2 ۳ ۲ متتالیتین متقاربتین ¢ نضع سل - / و 


ن أحل کل 1۸ ×1۸ e‏ (8,ے) یکون لدینا 
im (ex, + Pv, )= al + ۲‏ 


1 م‎ 
۰ A» 


البرهان 
إذا کان - 7 = ي فانه لمن الواضح أن : lim (0u, + 0v,)=0‏ ۱ 
۵ ) ونضع ,)هص = ۸4 . من أجل كل 


ilan iE € 


نفرض ان ۶ ۷ 





7 < ا- ,۳ 2۸۱۱۰۰ ۱ ۳ و [حكد>|:- ¬ =2, ۳ 
نضح [ ,]۱0۵5 وه » من جهة یکون لدينا من أحل كل 70 : 
مها ۳ و كد >|1- ,| 


وام > د اد ی لدینا " ",ن لدینا : 


م6 “+l. e‏ ,| 5 611 - له- ,قر + ,نتم : .1 < 9, ۷۶ 


و مته انش ۰ 

ن.اری:(3.:) 

شکن مبر(,۳ و ,۱ .۳ متناليتين متقاربتين». ولیکن 1 ع .2 نضع 
,| و ۰۷ :۳۱ فان : 


ا 1 * ۹ 





1 .:( متقاربة نحو 1+7 . 
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اه سسس سا 2 
۰ 





2 المتتاليّات الحقبقيّة: المجموعة IR‏ ۱ ۱ ان يى اة بةية: امحمرعة 2 IR"‏ 








2. المتتالية پیر(,۷-,) متقاربة نحو |- . وكيد 2۱ حالات: 

3. العالية (|,») متقاربة نحو |/| . ۱) ذا کان ۲-0 وحیث أن 2 ,۷ فانه بوحد 1۷ وم يحقق : 
4. التتالية .(,۷.,») متقاربة نحو "1 . | ٠‏ 
5. الحالية می(,س) متقاربة نحو له . 


6 إذا کانت: 0 ۶ ,به: 2107 ۱۷ واذا کان .0 | فان 


2 1 - ,| > و 2 7 ۱۷1۱ 


وبالتالي نان (ع < |11 e, v,‏ د ,مج :, cn‏ إذن المتتالية میر(,۲,ن) 
«تقاربة غو | . 


سب | متقاربة نحوة. 5 2) إذا کی 0 عندلذ نضع )1 lk eK =max('1,‏ آن, ‏ < و ۱ 
7 (ذا کانت : رلک :17۷ 6 ۷۲ (او انطلاقا من رتبة معينة و) / 2 ,۷ ۱زا فان 
فان ۱ > 1 . 1 و >|- ,| ۷:۷۵ 37 

البرهان کے > | ر د د 2 ۷۸,۱۸ : ۷( ع و39 

القضايا 522:1 تنتج مباشرة من اللازمة السابقة بأحذ 1= 8 =» م 221 اط م ` mx),‏ = رہ » و لیکن :ر + :/ حیشذ یکرن لدینا : 


ثم 0= 8. 
.لیک عاآن اع رب هنا » فانه یوجد واه محقق: 
3.ليكن 0<م ن 1= u,‏ حعنا » فانه یود و را نا 
(ه > | - ,| دوم < «,«۷) با ۴ 
لکن لدینا : - بت > نا -| ,0 سل ما يقتضي آن: 2K 2K Use‏ 
(م > | - | د ١ 1 (n,n > n,‏ 6.لديئا : اج !1 - تب 
1 
ای آن العالية متقار بة ۱ 
ا (e,‏ ر نحو / طع ا عن 578 , lim‏ فان یگ ان لدینا : 
4 لدينا : : 
11 - ,بنج |[ - “I= |e, D+, Cv, =| < a,‏ من,»|: اقلع جنا 
عا أن مب( ) متقاربة فانما محدودة » [ذن یوجد 0< ۸ بحقق: 


س > |!- 000 2 [1- ۳ 


Vn,n 2 و1‎ > lv, 17| > بهل‎ + | 


In, e IN, Vn ,n zn, = ->6, > اا‎ > 1 
الا‎ 

2 ۳ 
+۱ را 











SE, NEN, : (والا فان‎ 





Vn e IN, lu, | SM 
لیکن الآن 0< ع › لدينا:‎ 
۲۶۰ ۶ ۸۴, — 1l < ln, "لات‎ + Mf lv_ — 11 


erey eee ماو ص‎ o 





عه دا سه 


تا 


" أي أن المتتالية 6 متقاربة نز 
وج ۱ 


إذن يكفي آن نبرهن أنه إذا كانت 


2 لدينا وضوحا : 


وهذا مستحیل) . [3 لاء سا ۷ 


الآن ليكن 0< ع »ما أن > lim ta,‏ فإند یوجد 61۷ 7 يحقق : 


i | 





جحت رابج ار روا 


نضع 5-0050 و1 6 وليكن جا 2 (١‏ » إذن موم 





7 حسب 2 فإن المتتالية ویر( با 

م( ,) متتالية حقيتية وذات حدود موجبة 

ومتقاربة فإِهًا تتقارب نحو عدد حقيقي 1 موحب. نفرض العکس اي فا تتتارب 

نحو عدد حنيقي | سالب تماما. ضع ا = يما أن /ع lim W,‏ ؛ فإنه يوجد 
۷ > و« یحقق : 


| / 7 


0< ب < - - ]> ۷ جت شد ‏ 
2 2 2 





2 و2 ,۷ 
أي أن 0 > ر« انطلاقا من الرتبة واه وسذا تناقضا . 
ملاحظة هامة 


عند المرور إلى التهاية 1 التر اجضات (رحی ولو كانت تامة) تصبح دوما 


موسعة 
.مثال 
لنعتبر المتتاليتين التاليتين والسرنتين بحدي,ما المامين: 
) علبي ,t,‏ 0 < ,۷,۷( ع ۷ 
59 7+1 


ولا > ,۷ ,10۷ 6 ۷۷ » رلگن : 20 ,۷ 21۳ ,#۷ lim‏ 
۰ وم عمجم 


ومع 


عمد ان 


8 


كسر ناطق ذو معاملات حقيقية .برهن أنه إذا كانت م..(./) متتالية متقاربة من. / 


د دم (u.‏ ای من را : 





: عندئذ النص‎ 
بر"‎ (۷,۷, >, 2 lim », <lim u," 

: یصبح خاطنا » وبالتالي فان‎ 
"Vne IN,Y, Sl, 2 lim ك ,لا‎ lim tt, 


"Vn e IN,v, <u, > lim v, Slim u," 
5 مب ور ور‎ 


شرین1 
©) ليكن ,6 +...+ "+ "دوم (*)م كثير حدود ذو معاملات حقيقية. 
مد,(,) منتالية متقاربة من / فإن المتتالية المعرفة بالشكل : 
۶)u)‏ = ,۲ ,10 > ورا ع 


متقاربة نحو ()2 . 
۵ + ...+ در + "یز ۵ _ P(x)‏ 
و0 + ...+ OM Bb, +b,‏ 





وإذا كان #0(/)© فإن المتتالية المعرفة بحدها العام : ا = Vne N,v.‏ 


(a‏ هذه خحاصية فن الخضائض العامة لنظرية النهاية لحداء وحموع توابع حقيقية 
وال سندرسها بالتفصيل في ما بعد لمنبحث مثلا عن هاية المتالية المعرفة بجددها 


سم و فا 
1 


نستطیم آن نکتب : 
55 


= ع ولاحيث‎ 177 ٠, بے‎ 2+ + (u, 









NEE 


2. المتناليّات الدقيقبّة: المجمرعة " 1R"‏ 2 :ات َیقَية: لحموعة الهز/ 
۰ "الاثبات 
) :هذه نتيجة من السّؤال امداق وللختحد ان كزين اقفر (2.2). لتكن مثلا اي ب>موع آو فرق متالیتان متباعد:ان عکن آن یکون محالّة متقاربة 
ا ا 3 1+ 31 - n‏ ۰ 
المتتالية الحقيئية المعرفة ججدها العام ور Vne IN ۸ ` AA‏ “الل 
سطع أن تکی ؛: لتکن ۰ 911 > ,0,۷ 510 < ,۷ و 0 ۶ ,۷- ,۷ 2 ۱۳ 


rn 


۴ د 5 1-3 ١‏ 1 كذلك -) - 2( = ۷ و 20 ۱ ۰ ,2۷ ,۱۳ 
(,)+_(م)3-[ e N۷ = nî n‏ بر حیٹ = )اا . | eki‏ : تب 
1-)u,(” + 2)u)“‏ :و "7 4 1 ۰ ۱ إذا كانت (,») متقار بة که ۳( ۰ ربة 
عت ا 
و ما آن 0 < ,ناسنا » فان ,« ون 


ماه (۱(۳-)) -(م) 

ملاحظات | حاصل قسمة أو جداء متناليتين متباء:.:ين يمكرح أن يكون متتاليّة متقاربة. 
۱. هذه النظريةالسهلة هي منم لاعطاء عدیدغ عند تطبيقها بطريقة غير سليمة: ۱ ال ۱ 

عادة ما نطبّق النظرية علی الشکل: "اية ابحمو ع (ابحداء ؛حاصل القسمة) هي 

حمو ع(حداء » حاصل القسمة) الثهايات" و من هنا يأني الخطر لألنا ننسى الشرط ٠‏ 

الأساسي و هو أن التتاليتين المعتبرتون متقاربتين.فإئه يجب القول: إذا كانت كل 1 
أ من المتاليتين متقاربتين فإنّ المتتاليّة الجمع(اللجداء ؛ خاصل القسمة) متقاربة ونمايتها |١‏ فظو:.1.2(7]) . 

3 هي جمم (جداء » حاصل القسمة) التهايات . ۱ ایک. نت (ae.‏ فان عدةية تين لدینا : 

ا . 


aaa | ال‎ 


۱ 6) إذا كان 0 ,» من أجل کل 7/۰۰ واذا کانت 





SRR‏ < م۷ و 21 »,2۷ ,۰۳ 25181 sin x‏ = رز و 
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لتكن : - وزو سے u, = sin nv,‏ 
: ی و ءظ 
غير معقول أن نكتب يي سيو 
بت at lim Ww, = li‏ ۱ 
۰ متیر - ہے = مر ۱ 6) إذا كانت المتتالية میر(,م) متقارب و عدد حقيقي 1 وإذا كانت 
خلاصة + elim », =e‏ فان: مم+ - (,۰۲ ,)118 ۲ 


۲۱-۵ / 


8 اة أ و2 حب ۲ . جيم النهابات. أ 
قبل كتابة أي علاقة جبرية یج من وجرد یع لنهايات ۱ ) إا کان مما = , lim‏ = ,و17 !۵ : مهد < (,۷ + ,)11۳0 
2. النظرية السَابقة تنص على شرط كاني لكنّه غير لاز م. 5 - ne‏ 


لآ 





1 


۱ 


و 


۱ 
۱ 
1 
1 
1 
۱ 


ع) [ذا کانت الحالية پیر(,) متنارب: نحو عدد حقيقي | غیر معدوم ؛ 
وإذا كانت ممد ح ,لا تملا فإن : من = im u,v,‏ حيث م هي 


إشارة / . 


البرهان ف 


2) إذا كانت معد ح ,ا lin‏ فإنه من أجل كل عدد حقيقي 4 بوجد عدد 


طبيعي ,7 يحتق: (ا- < اا <= ولا , ۷ إذن: 1 


چه 


أ 


ل 


A4) ۱ ۰‏ > لا << (Vu 1 2 iy‏ 
أني أن المتتالية مى([,/-) تؤول إلى ه-. ۰ 
والعکس |ٍذا كانت مم - (,,:-) هنا فإئه .سن أجل كل عدد حقيقي 4 يرجد 
عدد طبيعي ,7 يحقق: (4 ت > 4 <= ر < ۷,۸ e‏ إذن : 


)4 < رباج ره < وه (Vu‏ 


أي أن المتتالية e‏ توول ال +. 
6) ليكن 0<م » إذا كانت 00 د ,11 انها نانه برجحد عدد طبيعي و حقق ؛ 


1 
۳9 ` 
Va il Eg DU, ۳ 


کے کا 5 ê‏ 
إذن )>> > © ۾ آي ان دنت له 6 متقاربة غو با . 
ny u‏ 


و 1 
واذا کان مه = ا1 lin‏ بان 0 =( )هدن وبالتالي فان الجالية )3 


U 


متقاربة نحو الصغرء إذن المتنالية 6 تتارب شمر 0 . 
١ 20‏ 
06 عا آن 21 ,با نا خانه برجحد عدد طبيسي "18۷ > وه جحقق : 


([1>|/- بناج (Vn, > n,‏ از i)‏ + > :> (- 1 وخ سر جا 


۱ ليكن IR‏ 4€ إذا کانت مد < 0 ذال برجد [N‏ € ,” يحقق : 


۰ 


داد 


" نضع [, ,وا عست - ره » عندئذ یکون لدینا : 





(Vn „n > n, > v, > 4-1-1)‏ 
نضم ,1,71( max‏ = وم لدينا (4 < ,۷ + ۷ 2 7 < ۷۶,۲ 
إذن = ( ۷ + lj)‏ . 
وإذا كانت مه ,نا جمذا فإنه يوجد ۷ > ,« قق: 
۸4-11 > ,۷ 2 و < «, ۷ 
نضع [واهیی) 218 رد فیکون لدینا ؛ 


(4 > ,۷ + نا هت پم < «, ۷۸) 
إذن مم < ( ,۷ + ,) نا , : 


کال 2 fim yv‏ نا فإنه من 
0) اذ ن ممد ملا lim 1, lim‏ فانه من احل کل + ع ۸4 یو جد 
(nne N ` ۷‏ یٹ : 
4 
)£> ,= رماو )£> (n,n, =v,‏ 
نضع }1,2{ ng = max‏ فيكون لدينا 0 (4 < + + ربا 2 (vn „12o‏ 
أي أن 10 lim (ıt, +v,)=‏ . إذا كان م = ۷۲ نا > ,لا صنا فان : 
۱ سم nve‏ سب ور 


سب ,)و = ( وا e‏ 


n 
1 


وبالتالي فان دنت = )) ,۷+ lim (- (u,‏ 1 إذن مه ح [ ۷+ lim (u,‏ , 
©©) نفرض أن ن < 7 يما أن المتتالية ,ى,(.م/) متقاربة نحو / فانه بوحد "1۷7 6 .7 
یجتق: ۱ 
1 ۱ 
|< |= ,>= وعد مر أي )< n,n èn, <u,‏ 
e 2‏ 
لیکن الآن ۸/ ع 24 عا آن ممبع ,۲ صنا فانة بوحد "6107 ,و يحقق: 
۸ ۵ 


۷۱,۱ 2 1۱ 2 ۷, 2 
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ای 


یت : 3 9 عمستب ۵ ۱۰ 


٠ . 5 - 
1 


2. المتتاليّات الحقيقيّة: المجموعة 9/7[ 
: 2 
۷0 > و 4 ۸ 


وحیث آن 1<0 فان : (۸ < ۸ < ۷ ۳ و < (Yn ,n‏ أي أن 





0+ = ( ,)سنا 
إذا كان 0>/ فان العالية پیم(,»-) تتقارب نحو 0</- وح....ا سبق فان 
ı,v,) = +0‏ -) يمنا ؛ إذن مه = ) im (u,v,‏ , 
ملاحظة 
لاحظ أنه في هذه النظرية ۸ نتطرق لنهاية الحالية . می(,۱+ ,:) عندما : 
ورس 
کذلك ۸ نتطرق لنهاية التتالية CAA‏ عندما یکون : 20 ,۷ ۱۳ ر 
ko‏ = ولا باتكلا .. ا 
بالمقابل بمكن أي نستشف من هذه النظرية الاقتضاء التالي : 
lim u, = 1, lim v, = 4 > lim E = 0‏ 
يا مهجم وص بو n+‏ 


مغال 
نهاية در اسة المتتالية رر( ا) لمعرفة بالشکل : ۸۳ < 67۷7 ۷# حیث 
k <-1‏ 
الل 
ني هذه الحالة نضع ۸-1 حیث 1< ومنه يكون لدينا : 
"م" (1-) k" x‏ . 


تكون عندئذ الحدود ذات الأدلة الزوحية أكبر تماما من 1 والحدود ذات الأدلة ٠‏ 





الفردية أقل ماما من 1- . إذن : 2 < إربوولا - 1 


nang ca > - 











.0 : أخرى من أجل كل 72 >/ و بمرض مثلا ]ا[ ۾ ۾ فإنه من أجل کل عدد 
EF‏ آحد الحدين اكع كاعري بنتمى إلى امال +,۷-۶ 1 أي أن 
7 ى_(م#) متباعدة, في ده "۳۵: "تالية بیر(,») لا توول ال مه+ ولا زل 


یه 


۰ 2 ))(ننلوية الدسر / 
اکن میر(م۴) «می(,) ,۰,۱ الاث متتالیات حقيقية تحقق (انطلاقا 
من رتبة م.٠ينة):‏ 
nr SY, SW ١‏ ۷,۷2۵ :۸۷۰ 6 37 
| إذا كانت (Des ine‏ 2 او وان غو نقس ادها / فإن 098 
ك اراب و |. 
ا >“ 
e‏ أن المتداليئان 025500 ٠تقاربتان‏ نحو نفس النهاية 1 6 اذل :؛ ١‏ 34 
.> م لج 6 > ,6۱۷,۷۸ ۵3 <ع۷ 5 
6 > ,۷ هدع > || - ,| د ,2۱ ,61۲,۷۸ 0,23۳ < ۷۶ 
ا 1.2 )1۳030 n=‏ ولیک و" : عندئذ یکون لدینا : ) 
I-E<U, SV, SU, IS ۳ -/ >:‏ 
e o.‏ ی راید : ۱ 
Ve > 0,3n, e IN:Vn "2n, ۳, -| <¢‏ 


أى أت التالبة وي(ر«) متقاربة غر 1 . 


٠! 
و"‎ 


به ۷ يك 


اا 


نكر ..,(,) مععالية حقيقية متةار:: در ااعدد. احقیقی 7. حسب النظرية (2.2). 





۳ ات ارق عدن‎ sail ac 


- 


p= 
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ومن جنیه احرف ین ت ا“ ا 0 ۳۹ کے - 


للبرهان على أن امتتانية مب( ) تا رب شر 


اتبحث عن متالية «تتاربة مر السفر شد افتالی: مب( معا عر 


متال 


لنعتبر المتتالية ,.(,”) رالمرنة بحدها الم : 








استائ 










ی ١‏ ا 1 ع ۳1 2 16 
e‏ امد و مس ف ت امم مهف بت ص سس 22 
شي متموته ينه في 2 . 
3. لتكن :/ مجموعة جزئية من 7/ . برهن أنه إذا كات 2 نة ك 


.© عندئذ ترجد متتالية ,(,») من £ متقاربة نحو‎ £ ٠ 


البرهاث 1 


جي 
۰ 


n 
۰ > / 
۰ ۰ A1 E 
۱ u. GIN پر" و‎ < 3 


=i I‏ 5 كشکن ۷ 2 ۳ ۰ من أجل كل ۷ لدینا؛ 
: کاله ۳( 3 ۹ ۳۳ 
أحسب نهاية الس‌الی اه لے × , 1 Ax‏ انی ہے لگ یر 
n n 1 n1 1‏ 5 
ال سه ۱ ۳ 
حیث ان (1:0 هو ابزء الصنحیح ل جم . عا آن السالیتین (,) و (,ب) 
لدینا وضوحا 2 2 1 8 ۰ ۰ م -2 
ال معرنتين ب: 0-0 2 (en‏ و «(ne IN 2 = x×(‏ متقاربتان حو 
3 1 3ر وح TT‏ رف 1 
Ve EU... yol HZ ۸ 2۵۸ + [‏ ۸0۷ ع در 
٠ 00 0 ۰ ۰ ۲ ۰ ۰ 4 ۰. ۱ 2 ١ 2 ۰‏ 
ف 7 ی 3 7 نفس الهاي ب١‏ فإن المتتالية (,») المعرفة ب لتنا = vn e N", u,‏ 
إذن : 3 کا ي اك له ۵ n 1 e‏ 
HM Tl ۸۱ +1‏ ۳ ۱ ۱ 
ر متثارب نهر ۲ . / 
22 1 وس سب 32 * 
۶ ۸ ۰ 71 ول 


إن این (0).ر..(.:) متتاريتان شي انسار 
نمو الصغر . 


: لخد لاقام لكل ترون أن یط مرس نی 


لدينا الخحدنس عن ناكا . لك بده اطا اه ماس 


' النهاية إذن إنه لمن المنيد أن دكرن لدينا تملة .ن المما.ير 


وتحدید طبيعة «تثالية ما . ونلا شر اشدئب ٠‏ 


تة ي 
ابیته:. ٩‏ 
۳ 


د 


ران 
باه 


1. أثبت أن كل 


لكثافة ۵ ني 1 ). 


- ع 
سل : ای لت ۰ ا ساےہ سه 
”~~ 3 ج ۴ 2° ۴ 


E nx . - - 9,2 ٠ ۰ 1 €‏ 
۱ لکن ۱۱۵ 61۸۷ ۷۸۱ اذن ۲ فاية محاليّة أعداد كسم انشاد۴۳ 
إذن المحالية AF‏ ۵ زر سس ۱ ( 6 هي یه 


2 بشی در نیّن آنه کل عدد حقيقي هو كاية اتتاليّة أعداد صماء. 
3. فكن الح نا ٠‏ ولتكن ۾ نقطة تراكم ل 2 » لدینا؛ 


1 ' 
(4۱ جر ا), هم لل »سس وا ع ,3 "لاك برا 
7+1 7+1 8 


المتعالية 0 المنشأة كذه الطريقة تحقق: ) ۱ 


۱ | 


و با اأواية نْ المتراححة السّابقة عندما مد ه م نجد 0-|ه- ,| وم 
al‏ ,ا 1 


5-7 د اھ يږ 
مھ ن الشرررکي اب ول 


ام عندما بہار کڪ 





الي تسمح لنا پار .اه 


۱ ۰ الية.‎ 1S 
u و “ع سس ام‎ (u, e E, Vn € ı.i ۱ . 
8 1۱+ ر‎ 





و منه > ,۷ “UMN‏ ۱ 
رب : ١‏ 
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2. التالبات القیقیة: ابحسوعة "7 





2. السالبات الستخرجة . 


تغريف(13.2) 5 





لنكن میب(,0) معالية حقيقية و م تطبيقا من ال موعة “ايل في اأبموعة 1 
IN‏ متزايد تماما. نسمي متتالية مستخخر بحة من المتتالية 0 ۱ 1 متتالية 
میب( م) معرفة بالشکل: رې = 1٨,۷,‏ ع ۷۸ » آي أن : 

جحت 1(۷ دس ۸۷ 


ِِ_ 10 2 ۱ 
قضية (14.2) 
إذا كان [N‏ جه [N‏ : ص متزایدا ماما فان الناصية التالية: 
( < ()م : ۷[ ع ۷ مققة . 
الاثبات 
بالفعل: 
لدینا 0< (0)م ‏ واذا كان 00(<7م ‏ فإن (0)م < (1+ دراي إذن : 
1+ < (7+1)ت ثما يبرهن صحة الخاصية بالتراجع . 
مثال 


لنعتبر المتتالية وي,(,,) المعرفة بالشكل : 


nin) 6 
Vn جح‎ IN, ۷۷ = )-[( 2 ۱ اگ‎ 
۲۱+ 1[ 

ولنعتبر المتتاليتين مول (aa (w,‏ المعرفتین بالشکل : 


6 
۷ INV. =5. 20-1 nne f4 ا‎ 
neiN.v, =1, = (=1) اد‎ 





Van tz ۸۷,۱ > ا +1[ = م14‎ | 


® انى وه 


۱ م‎ 
5 E 9 


۰ 
۱ 11 و۱ 2 EES‏ و 


> 
4 


سي / مخ ,۳ ات | 


«4 


۰ ۰ 
ا 5 ¬ 
۰ ۰ #6 * هه م * 9 7 0 


7 


چ 


۰ ۱ 1 :يدم و‎ o. 


۰ 
o 


n as 


. المتتالوئين دل 


e e IN, r, 


۱ ۷( 1 ادن ٠.‏ جحل رز 


على عادد حقيقی | إذن : 


ê es 0, 2 


5 


ب“ ع ۲ و 7 2,۲۰ ۱۲,۱ إذن 


(J 8 06 





0 
1 


البرهان 
لیکن ,ہے( ,۷) ,ہے( ,«) متتاليتون متقاربتان نحو نفس النهاية / . 
من أخل كل 6<0 ۰ لدینا: 
۵ 6>- ,| 2 وه < #, ۷۸ : 10۷ > 3n,‏ ی 
6 >- ,| جد- NSS 3n, e IN’ :Vn,n zn,‏ 


ضع (1+ 2 وت هت و » ولیکن و < و » عندئذ اد النوني ,/ة للمتتالية 
(alee :‏ یکون دلیله : 


1.إما زوجيا أي أن ,۷ 2 پولا < با وعندئذ وعا آن < 7 فان : و(< 6 
وبالتالي حسب (1) یکون لدینا . م > |1- ,“| ۳۹ ۱ 
2.إنما فرديا أي أن 3 هدل = رلا وعندئذ » وعا أن 1+ ,27 < 7« فان : 


۰ 11 < 4غ وبالتالي» حسب (2) » يكون لدينا 8 >|1- ,نن| .وف كلا الحالتين 
5 یکون لدینا : 


5 6 > |1- ,سح يم < ب 
إذن المتتالية مي (,/) متقاربة نحو 1 . 
ل 5 


لتكن المتتالية الحقيقية می(,). نفرض أن المتتاليات 


۱ : مم (a.s: (anı)‏ متقاربة. دنه المتتالية میب (+) متقاربة . 


الل 


9 ° 


بالفعل نضع : ہر صتا = وا رہہ طا = ہا رہ 8ا = ا 


عنلائذ يكون لدينا + ' 
ju, -1| <8 1‏ >= و < 27 : 210۷۴ 0,2 < ۷ 
اح ۱ 


أ کر رو ۳ <20+1: 6107۳ 0,3۳ <ع۷ 
ا 1 


Ad 


7 : إذن برهنا أن : . 


luy, ~1, | <8‏ 2 76 < 1۷:37 0,22 < ۷۶ 
ليكن الآن م عددا طبيعيا من مضاعفات 6 اکبر من مج و من ۶ » لدینا 
حسب الخاصية المثلثية : ٠‏ 
6 > إو - ,*| + |= |e,‏ < إ(وط - م:) - 1,2 - م*)| > |وا - وا 
وبالثل من احل کل عدد فردي م من مضاعف العدد 3 أكبر من م ومن 6« 
یکون لدینا 
2< با - ع+|یا- ,| > |( - و) -(وا - )| < |و 35 7 
وا وا | جه 0 |وا - ول < |وا - وا 
إذن المتتاليتين N O‏ متقاربتان نحو نفس النهاية وحسب النظرية 
السابقة فإن التتالية می(,) متقاربة نحو نفس النهاية . 
ملاحظة هامة ۱ ۵ 
لكي نبرهن أن متتالية حقيقية ما مرب(,) لیست متقاربة ؛ فانه عکن آن 
ننشئ (مثلام متالية مستخرجة من پیر(,0) متباعدة» و ننشی مان 
مستخرجتون من می(,با) متقاربتین نحو هايتين مختلفتين. 


مدال 
لتكن المتتالية (Dao‏ المعرفة ب : (1-) < ,له ء لدینا 2-1 رپروا و 21 ولا 
و بالتالي المتالية مر[ ر) متباغدة. 
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ع 
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2. المتتاليّات الحقيقيّة: المجمرعة. "1۸ 





2. اخسار تقارب المتاليات .. .. 


تقار ب الجالیات الرتيبة . 

نظریة(17.2) 

لتكن مي ([,/) 'متتالية حقيقية . ' 

1. إذا كانت وى (مه) متزايدة »نفإن وي (مب) تكون متقاربة إذا وفقط 

إذا كانت محدودة من الأعلى . ۵ | 

2. إذا كانت ري (,:) متناقصة » فإن من(,).تکون متقاربة |ذا وفقط ۰ ۰ 

إذا كانت محدودة من الأدن . 

3. [ذا کانت مر(,) متزايدة ءولیست محدودة من الاعلی (علی 

التوالي متناقصة وغير محدودة من الأدن) فإنها تکون متباعدة ولدینا: 

+ = رصنا (علی التوالي متباعدة ولدینا مب ع ,سا ) 
البرهان 
1 . لقد رأينا فيما سبق آن کل متتالية متقاربة هي متتالية محدودة. لتکن میب(,) 
متتالية متزايدة ومحدودة من الاعلی » زذن یو حد 7 ۸7 یحقق: 

> ,12۷ ع ۷۲۱ 

آذن جحموعة فیم العالية :(17۷ 6 «:,ب) < پیرت » هي حزء غیر خال من 110 
ومحدود من الأعلى» إذن فهي تقبل حدا علویا وگن | أي أن رانو 7 . 
لنبرهن أن" ,لا وهزا - / . ليكن 0< م لذينا من جهة /> م-/ ومن جهة أخرى 
وحيث أن بولامناة - | فإنه يورحد 177 ج وه حقق: اک ,> ۱-6 وحيث أن 


| ) مت اىدة فان؛ 


2. الحاليات الحقيقية: انر IR" i‏ 





۰ > اک اک ,< 21-8 Vn,n èn,‏ 
إذن ۰ ۱ 
° 6>|ا- ,5 و <۰۷«,۸ 


2. تبرهن بنفس الطريقة غیر أنه في هذه الحالة نبزهن أن بره گت | . 


3. نفرض أن مي (,) متزايدة' وغیر محدودة.من الأعلى» عندئذ: 


4< ملا : آلآ 6 لابلاع ۷۸ 
وحيث أن م(ا) مترایدة فإن : 2 ۰ 
>u, 2, >4‏ وه < ۷۶,۳ اي 0+ 5 ,1 lim‏ 


. و بنفس الطريقة نع حالة مي (,/8) متناقصة وغير محدودة من الأسفل‎ ٠ 


أمغلة ۱ 
ادرس طبيعة المتتاليتين الحقيقيتين التاليتين والمعرفتين بحديهما العامين : 
و وى ات با 
۰۳ ۰۵:۰ 
الل 
لدينا , ' 
«جبت- 1م 


سه سس 


1 ۳ 
0 سس لا رب لا 
n nOn+10n+2)‏ 2س ۳ mı <a‏ .3 


1 __[ 1 
nt e “nT 202 2+1 207007 


[ذن السالية پیر(,ه) متتاقصة وهي ذات حدود موجبة إذن فهي متقاربة. 
من جهة آخري للتتالية بیر(,) متزايدة ولدينا: 
EE‏ 
l,j > ۷ < 1)‏ € 0 
اي آفا محدودة من الأعلى» إذن فهي متقاربة . 





1 د 3 السالیات النجاورة 

5 یغرو ۱ ۱ 
7 ۱ اکن می(,») و نم(:) متتاليتون حقيقيتين» نقول أن 3 و 
Vj. 1 9‏ متجاورتان إذا کانت: 
ی .لاله ی( متزايدة .. 
٠ ' 9‏ 2. تایه پیر(,») متتاقعبة. 
د خاية ای تس ,) معدومة :0 (پله- ,۲) نا . 


j 3‏ إن برط 3 في الحالة العامة لا يقتضي بالشرورة تقارب متي أي أن: 
۰ ر | 0= -limu,‏ هنا << 0 -(.: im, u‏ 

| معا 

لتکن المتتالیتان مب ,”( (2y ao:‏ التالیتین : 


مي کج ۷ , 8 318 < م لا ,12۷ ۷۲ 
71+1. 


تین ین رک 0 =( ,)سنا ۰ 







و as‏ متقاربتان نحو :نفس النهاية .٠‏ 


۰ 5 ی ,ن) متزايدة و م.(,) متناقصة . 

| ۱ ۷۶ 6 1۷, با‎ > ۷, I 

: دزشکی: [ذا وحد إألاء م بحيث ۷ < ره فانه عندئذ یکون لدینا: 
؛ 68 





شکن ب(,) و ب( #) متتاليتين حقيقيتين مشحاوران . إن ا 0 


و - و۷٩‏ لا 2۷ م۷ 2 ولا < p,u, 2u,‏ 2 ۷ 

وهذا يخالف فرضية 0 > (,۷- ,) فا . وبالتالي فإن : 
Su, SV, SY,‏ ولا ,17۷ 6 Vn‏ 
المتتالية وير( ,لة) متزايدة ومحدودة من الأعلى ب ,لا إذن فهي متقاربة نحو /» 
كذلك المتنالية مى (,لا) متناقصة ومحدودة من الأدى ب ,لا إذن فهي متقاربة 
و . ۰ 
من جهة آنحری لدینا : 
Rg =») =0 =‏ = ۰ بر- میی = ٣‏ - 
مثال1 

لتكن +17 > »د ولنعتبر المتتاليتين التاليتين : 

Vn € IN :u, =10"E(s.10");v, =10"E( + x10") 
بين أن ہے(,٤) د می(,۲) متجاوزتان.‎ 

الل 
إن النتالية ر( ,») متزايدة » بالفعل نضع ("210) = فيكون لدينا من جهة: 
]10+ 10110]ع ۶۱0۳۲ >=[1 + x10" e [k,k‏ 


> 10F < E(x10™")<10k+9 

1 
ع جهة أخرى لدينا : ب کاک نگ 
من جه ېی u xI0"} 10k i‏ 


وبنفس الطريقة نبرهن أن المتتالية ري( ,«) متناقضة . من جهة لدينا : 
Vn € IN, v, =10"E(1 + x.10")‏ 
E10" )=10 + u, =u,‏ +("10- 
ومن جهة أخرى لدينا : 0- "10 يهنا -(,ه- ,ناسنا 
إذن العالیتان متجاورتان وبالتالي فهما متقاربتان وهما نفس النهاية : 
VnelIN,u, Sx <u, +10" ¬» limz, >‏ 
٠‏ 69 ب 









2. الحالبات الحقيقية: الجمزعة ”1۸ 2. التتالیات الحقيقية: المجبوعة “1۸ . 


2 اياب اله اة 4 ا 





مثال2 ۱ supf,n e N} = inf fê,,n e IN}‏ =1 , 
لدکن المتتالیتان میا( :)ی( )ال ین وبالتالي فإن > > 10۷ ۷ ۰ و 
(rem, =+ h.41)‏ 0 + رو - 00 اسرا یهن آنه دا کان م × فان« ۰ ۱ 
5 : ۱ ۱ ,۵ - اک بر ۷( ۷۸ . 
بین آن N‏ و 18 متجاورتان. بالفعل ليكن ef,‏ : 1 ۲ نت 
الل وحیث آن التالية میر(,۵ - ,۵) متقاربة من الصفر » فإنه من أجل كل 0 3 


ان الحالية پی(,) متزايدة وكذلك المتتالية (r.‏ متناقصة ولدینا وضوحا آن: یو حد ۷ > وا« حقق؛ (8> ب»- ,ةج (Vn, nè n,‏ 4 و بالأخص 


(/ دع جم م > |/-ع 
رک ,1۷ ۰۷۶ و 4-0 E ) lim (v, - ,) = lim‏ 1 ۳ ۳۳ 2 0 
5 ف ملاحظة ۱ ۱ 3 
اذن المجاليتان متجاورتان . ا عه : وو“ اج + معو ج 2 
a 1 1 ۱‏ ۱ - نس تظبيق النظرنة ه يجب التأكد ۱ توافر فرضیاها ۰ 1 3 


۰ ۳ 
ر 


نظرية الجالات المحداخلة 


نظرية (20.2) 
لنعتير محتالية الحالات الحدو دة والمغلقة ب (,7) المعرفة والمحققة 
للعلاقات التالية : 


لنعتبر متتالية المجالات ر.(,/) المفتوحة والمحدودة التالية: '. . : 
ا لمم - VnelN,1,‏ م 
إن المتتالية ,م (,/) متناقصة وأن 0= ig‏ -|, اف لکن 0= . 
نظرية بولرانو-فايرشعارس ١‏ 
بظری21.2(2) : 9 


۳ 





1, = [a,,ض,]‎ 
Vn 6 1:۹ ح‎ 8 


lim(ê, -a,) = o‏ - | ,اهنا 

عندئذ يوجد eR‏ 1 يحقق : ( - ,1( ) 
5 البرهان و ' 

لتکن میب( ) متتالية حدو دة. لیکن ببر. (علی التوالي 16 ) خاد أدن (على اي 
اعلی) غذه الالة و لضع [۳,۸۸] > و. لنقسم و ال قسمین متساوی ۳ 
واحد على الأقل من المحالين يمتوي على عدد غير منته من حدود ااسالية E‏ 


البرهان 


لدینا ,اک ربراک بم © ك ۵ ,10۷ > ۷ » وحیث آن lim (ê, -a,)=0‏ فان 


السالیتین می(,) و میب(,۲) متجاورتان. إذن فهما متقارتان نحو نفس النهاية 





لیکن هذا اهال ۸ء ( )د ب حد من حدود المتتالية في و 
نف ,1 إلى قسمين متساويان. واحد على الأقل:من المحالين يحتوي على عدد غير 
مته من حدود لاله بر( .لیکن هذا ال و » چگ -|]) وله 





٠٠‏ أحد من حدود المتتالية في ,5 بحيث ,:< << (و هذا بمكن لأن ,1 يحتوي على 


علخ غير منت ين خلود المتتالية وى( (u,‏ وبالتاي حدود ذات أدلة أكبر من ( 


۱ الح .وهكذا ننشئن ؛مله الطريقة متتالية بمالات متدائعلة بحيث يوول طون إلى 
۱ الصفر ربیب 


چگ | /] توي کل مها عد غرمته من حدوه 
للعالية پیم(,ه) و منه ننشئ في نقس الوقث متالية مستخحرحة میر( بر) حیث أنه 
من أجل كل دليل عا » .7 > پرنة . واضح الآن باستعمال طريقة احصر آن السالية 
,مك متقاربة نحو النقطة الشت ركة بحمیع احالات ,7. ومنه النتيجة الطلوبة. 


متتاليات كوشي _ 

خمريف (222) 
* :] لتكن مر(,ه) متتالية حقيقية ‏ نقول أن مي (,:) هي متتالية كوشي إذا 
2 | وفقط إذا تحقق الشرط التالي : 

> - رساج و < برع : الاج ۷,۵ , 212۷ ,0,37 < م 
٠‏ | ونقول أن المتتالية بی(,») لیست لكوشي |ذا کان : 
EIN’, 3p,qe N: (p,q >, "fu, -u,| =5) : ۳‏ 0,۷ > 38 
إن الفرق الرئيسي بون متتالية متقاربة ومحالية كوشي هر آن حدود الاول 
وانطلاقا من رتبة معينة تکون آقرب بالقدر الذي نرید من عدد حقيقي /. 


2 
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بينما حدود الثانية وانطلاقا من رتبة معينة تكون أقرب إلى بعضها البعض بالقدر 


الذي نريد . لكن هذا ليس له أية أهمية كما سنرى لاحقا . 
نظرية(23.2) 
| كل متتالية حقيقية مي (,لة) متقاربة هي متتالية كوشي . 
البرهان 
لیکن ہے( ,ن) متتالية حقيقية متقاربة نحو عدد حقيقي [ » إذن: 
Ve >0,3n, e IN, Vn zn, > u, -1| <6‏ 
اذن من احل کل 17 و,م بحیث م7< و,م یکون لدینا 
> 1- من و > - رم 
وبالتالي فان : ۱ 
لا - 4) + (:- پر إولة - ب عنزىمة: < 9 ,۷ 
م-2+5>|]- و + |1 - نا > 
لازمة(24.2) 
| كل متتالية كوشي هي متالية محدودة . 
البرهالة 
لنكن وي( ,/ا) متتالية حقيقية لكوشي » (ذن من احل 6-1 بوجد 120 > ر" 
يحفق: 
1 > ]لا رن( < و,ى” < م), الا و ,۷ 
إذن 1< | Vpe IN,p =n, > u, =u,‏ 


نضع ۱ 0 fn-1‏ < لا با - مب تن < 1 لدینا وضوحا: 
IN, lt -u,|<K‏ ۷ 


13 


spr 


. التتالیات الحقیقیة: احموعة "+1 





كن: 
+a, |<. =, |+ |< K+‏ ی م0 
ي آن الالية میر(,) محدودة. 
اهي الأن النتيجة الرئيسية لدراسة ۳ وال تنص على أن: 
ظرية (25.2) 

| كل متتالية حقيقية لكوشي هي متتالية متقاربة . 
لبرهان 
كن ٍ(,») متنالية حقيقية لكوشي . إذن: 

—u,| < >‏ رن(« < و ره < م) ,2۷ € 2,۷,9 ,0 < ۷ 

. حسب اللازمة السابقة وي,(,/) محدودة » إذن حسب نظرية بولزانو -فایرشتراس 
بکننا آن نستخرج منها متتالية متقاربة ولتکن 1 غمايتها.: يوجد إذن دليل م أكبر أو 
ساوي ,7 ميث ربد هو حد للمتتالية المستخخرجة محقتا د درم (لان السالية 
لستخحرجة متقاربة نحو / وتحتوي على عدد :غير منته.من الحدود) » يمكن إذن أن 
كنب من أجل هذا الدليل م: 

Vn, n> nl, == |e, =», )+ (u, - نا + | نا- وه کل‎ - | > 6 


مثال1 
من اجل کل ]1-11 › لنعتبر المتتالية الحقيقية التالية: 
sink.‏ بو ,12۷ ۷ 


بین آن المتتالية ۳ ,) هي متتالية كوشي. 


' وحييث أن المتثالية ‏ 


ك6 


2. التتالیات القیقیة: احموعة "رز 
الل 


بالفعل إذا کان ۾ <م فإن : sink‏ = 1“ ,ا و منه 
۳ ل دا 


ممست جيعد 
1-a 1-0‏ 


0ي 


ي + 5 
۷ > ,1 یحفق ؛ ملد و7 2 4 ,۷ ۱ 
[ذن العالية پیم(,0) هي متتالية كوشي ‏ وبالتالي فهي متقارية. 


ال2 ا 00 
بين أن المتتالية الحقيقية ری(,) المعرفة بالشکل: = لیست.منتالية 
كوشي ۱ 

الل ۵ 
بالفعل لدينا' 4 ل بر ل ولاه 


بعبارة أخرى يوجد ل 6 » ومن أحل کل عدد ظبيعي 7 يوجد 
- 214 حم نحيث: 217 ,21 ۲] و 6< إىه- رن ۰ 
إذن امتعالية بي (رنة) متبافدة .0 


م متقاربة نو الصفر فإنه عن أجل كل 0< ميوحد _ 











: 


1 
أ 


التكن 


۱ 
)| 5.2. دراسةالمتاليات التراجعية 


1. لیکن 7 مجالا من +ل» و +7 ج / : كر تابعا حقيقيا معرفا ومستمرا 
,على 1» ليكن 67 نفرض أن 1ح (1)/.. نسمي متتالية حقيقية: 
| تراجعية بسيطة كل متتالية حقيقية معرفة بالشكل التالي: 
( نار ت 20,1 Yn‏ و €= . 
ويسمى التابع كر بالتابع الرافق للمتتالية میر(,) . 
مثال 
لتكن؛المتتالية المعرفة بس بت +1 = ت و 1= ول 
هئ متالية تراجعية بسيطة و التابع المرافق لها هو 1+ جر . 
| 2. نسمي متتالية تراجعية من الدرجة ۶ کل متتالية حقيقية میر(,) معرفة 
بالشكل: ا 


ر ,40,4 معطاة f'n)‏ = هبمل" ٠‏ 





مثال ۱ 
تتالية المعرفة ب : را3 + ,2 > ,لا » ولا و ,لا معطیین . 
1 المنزافق هو: بر3+ع:2 ج (بريع) :ري 
سنهتم في هذه الفقرة بدراسة طبيعة هذا النوع من التتالیات ۱ 
مار أخرى» من مكون هذه التتاليات متقاربة أو متباعدة وهل يمكن حساب 
الم دنه اسر ناب فإن الخطوة الأولى . الي يحب القيام يما هو 
اتخقق من آن التالية میر(,) معرفة جیدا . 


,ِ 1 . 

اب 13 8 

۱ 76 
ژ. لس 


۱ 


ملاحظة . ۱ ۱ 

تكون المتتالية التراخعية .(,/ة)ثر - ربیب معرفة خیدا » إذا وفقط إذا كان ۱ ۱ 

vn e IN, «u, e def (f) 0‏ إ 

امعلة ۱ 
المتتالیات التالية معرفة جیدا : 


u, =1 Vn zl, = (1+, (1 

۵ + لب ۷۳ و 3 ولا 

3 ,605۷ 2 ,میرن 2 ۷۸ و 0= u,‏ 

نظریة(272) 
إذا كان کر مستمرا علی احال 7 وإذا كانت المتتالية میر(, 
نحو عدد حقيقي 27 فان ()</ . بعبارة آحری / هي النقطة 


(u‏ متقار بة 


الثابتة للتابع المرافق ر . Ê‏ 
البزهان ۲ 3 


ما آن 1< ,یهلا وحیث آن ۶ مستمر علی 7 فان هفا یترحم علی اللحو 
ه: .۰ 7/0 =( = / n‏ 


من جهة أخحرى لدينا أيضا 1= رت صا إذن: 

( - يهنا - ,ربمن شنا‎ f (u;)= /(D 
۱ ملاحظة‎ 
إن النظرية السابقة تدل علی آن البحث عن غاية متالية مر(,) معرفة تراجعیا‎ 
يقودنا إلى البحث عن نقاط تقاطع بیان التابع كر المنسوب إلى معلم متعامد‎ 
۰ . ومتجانس مع المنصف الأول للمعلم‎ 


TT 


2. التالیات الحقيقية: احموعة 110/7 


أكثر من ذلك لدينا (») / = ,» » أي أن ,2 هي ترتيب النقطة ,۸۸ للبیان (۲) 
والذي فاصلتهما وبا ..لتمثیل (,:)۶ر< و فإنه يجب أن ننسب ,لة إلى حور 
الفواصل, من أجل ذلك يكفي أن ننشئ الموازي للمحو تزه والمار بالنقطة ,۸4 
والذي يقطع المنصف الأول في نقطة فاصاتها ,: بعدها ننشئ الموازي للمحور تزه 
انطلاقا من »ا والذي يقطع (۲) في القطة ((,6) ۶ = ,»)= ,۸ ...وهکنا . 
وسنهتم بدراسة ثلائة آماط من التوابع العرفة للمتتالیات التراحعية ونرفق کل 
حالة بأمثلة وتمارین محلوله . 
الحالة الأولى ۱ التابع مر متزايد . 
فظوية(28.2) 
لتکن می(,) متتالية تراجعية معرفة بالشكل: 
(, دار ح ,20,1 yg Vn‏ عات ىنا 
|| إذا كان کر مترایدا فان السالية مر(,) تکون رتيبة » بصورة أدق : 
| 1) إذا كان رس < ,ب فإن المتتالية تكون متزايدة وتكون متقاربة إذا 
۱ وفقط إذا كانت محدودة من الأعلى. 
2) إذا كان وب > ,به فان العالية تکون متناقصة وتکون متقاربة [ذا 





| وفقط إذا كانت محدودة من الأدن. 

البرهان 

يترك للفارئ لسهولته. 

بات . ۱ 
.هذه النظرية تبين وضوحا أن التابع ر لیس بالضرورة آن یکون متزايدا على | 
مجموعة تعريفه 2 و إنما فقط على الجزء الذي يحوي جميع حدود المتتالية. 


2. المتتاليات الحقيقية: المجمرعة "1۸ 


وهنا اختيار الحد 2/0 له أهمية فصوى . 
مثال1 
أدرس المتتالية التراجعية التالية : : ا 
r‏ 1 ولا 
ال | 
التابع الرافی هو *ید + + - 4 وهو تابع معرف ومستمر على ؟ل2' وزوحي ؛ 
ذن يكفي دراسته علی 17 + من جهة آحری التابع متزاید على با . وحیث 


أن وید < 2۰/2 ,نه إذن المتتالية ون ( ,/) متزايدة . إذاءكانت المتتالية متقاربة فإها ."” 


emer mk‏ :+= کی ملد 6 ایس 


ما حلا. 

إذن التتالية ليست متقاربة ا فتزايدة فإن: موی 
ما2 . 

أدرس المتتالية : ,+22 ببرلا و 20 ولا 


٣ ۳ افل‎ 


التابع رای هز × +2/ دا( وهو تابع معرف ومستمر علی اال 
+2 -] ت ثم وهو متزاید وضوحا . يما أن ملا< بلا ١‏ دنا 5 (u,‏ 
متزايدة وذات حلود موجبة. 

سا ۰ ۱ ۵ يت 
0- وه < i ZO,‏ دب 
نفرض أنه 0 بر < با :۷ 2 ال 


,20 < ,2+4 كت رولا < ,نا 








7 سای کت سل جدومن امل لدينا : 
' 2 > 2/د ع إن 
1 ا 
وبالتراخغ تفرض أن 2 > ,ل فيكون لدينا : 
۳1 ۱ 2> يلاج 4 > 8 + 2 < ریا 
٠‏ يقد شاي بی( )زان عدودة من امین هي مار هو : 
: 0 إقفاء اده 1-2- ثزه ()ر د 1 ` 
۰ وحیثاآن بیی(,:) نات حدود موجبة فإن : : 22 يهنا . 


300 !: الحالة الثانية : لابع ر مجاقص 
) في هذه الالة زان التائع ركز - - تر تكون متزايدا ولدينا: 


e) ١‏ =( ۶ يبيل 
: و (u, a,‏ کوت ر ولحي ]قر مغرقا 







555595 در‎ = (e) 
ده ر بو‎ 
تکونا رتيبئين 5 وللتتالية‎ (2n) و هذه الحالة المتتاليتين مع‎ 


1 مدال 
3 أدرل المتافية اترلجنية وامعرفة باشكل التلي؛ 
ل بر = Vne IN" j‏ و 1-< to‏ 


۱ | 
4 ۱ 1 
١ : . 





[ + ۰ 
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۱ م (u,‏ ب متقاربة إذا وفقط إذا تقاربت المغالبتين تست ۱ 


الل 
عا أن 1- < و فإن 0 < ,نه من أحل كل 1۷ ج . التابع المرافق هو 
18 وهو تابع متناقص على الخال ]مم+,1 -[ - 7 وعندئذ يكون التابع 
ےر متزايدا على 1. وحيتئذ نقوم بدراسة التتاليتين 


00 ۰ نعين أولا القيمة الابتدائية وبه للمتعالية حى تکون (مثلا) 
ولا > ول . لذينا : 
(u, (u, —1”) < 0‏ 
چ لاحات ےس کے , 
2 2 








1 ولا 
© 1>0- ولا+ لا چه = > u,‏ 
2+ 


. إذن / > من > 1- . نخلص الآن إلى الحالات التالية : 
1. عندمایکون. 1> ب فإن رئ > مت وللحالية مر(موت) تکون عندئذ متزايدة 
ومحدود من الأعلى بالعدد . / إذن فهي متقاربة نحو النقطة الثابتة للتابع . 


ار < *ر-علی احال [/,0] والي هي | . 
لتتالية م (,ردلة) متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد 7 إذن فهي متقاربة غو 
النقطة الثابتة للتابع زر < *. على الال آدم+,/] وال هي 1. إذن المتتالية 


Er NITE 
0 


وم(ءة) متقاربة نحو العدبد 1. 


2. عندما يكون / < ,نه . المتتالية مى (ميلة) تكون عنذئذ متناقصة .و المتالية 
فب( متزايدة ونتقارهان حر ننس النهاية /. إذن المتتالية يلا (u,‏ متقار بة 
نحو العدد /. 


3.عندما يكون 7- .به » عندئذ السالية نی أن : 1= VreN,u,‏ . 
الجالة الثالية : التابع “ريحقق الشر ط التالي : 
[ إلا - (e) - £ (| < Fle‏ |1 € برد : ]0,1] ء 6د 


۱ 5 4 81 











2. المعاليّات الحقيقيّة: 5 IR™‏ ۱ 2. المتتاليّات الحقيقيّة: المجموعة چز[ ۱ 1 
تست س 55 يي لي ۲۳ سس خر أ تش ےن 
۱ اک ج إبز هذة - × نإ = |(ر) ١ Vx,y e R: ۳) - f‏ 1 
في هذه | _لحالة یکون لدینا : ۱ ار- مإ ادع > ۱ 2 
سم - [een‏ 5 |(دمنة) كر - (منه) ک|< |رنا- بیر 1۷ ۷۶ . 0 لمتعالية الثالث وبالنا ۱ 
, 9 
وبالتراجع نحصل على ۰ -u|‏ 3 ربا 12۷ > ۱۷ ) 3 xelR: pin x = |x|‏ ( إذن هي من النوع و لي فهي i‏ 
٠‏ الآن من أحل کل 0< م نستطيع أن نكتب : ا و و N‏ رن 1 
اا رار Sap‏ |= رب التر اجع العجانسي 7 2 ' ۱ ۵ 5 1 
ی n‏ سجر جور و ج+ج 1 
. |“ وا +...+k‏ 0 5 نقول عن التتالية التراجخعية البسيطة أنها تحانسيه إذا كان: . 3 ۶ 
n - to)‏ حك |ونه - ۳ اام 0 * ,@,b,c,d e IR,c‏ + بر VnelN,‏ ۱ ۴ 
¿ الكمة 103 کی .. :095" تنطة . , ۰ ۱ 1 س 
که لیگ فد راد 00 1 
ومن حهة أحرى لدینا : 0= in lu, -w,|‏ » إذن : م E‏ 
5 ۱ الحالة الأولى ' 9 1 
اا ا ١‏ ا لاه 9۳ ۳۶ | 14 معطى و يق ,نا في هله الحالة تتحصل بسهولة على ,نا ”هم حرنة ر / ١‏ 
بعبارة آخحری : ۱ 0 1 1 
۱ الحالة الثانية ۱ ۱ 


14 وی چ 7 < ۷,۷ 6 ۷ ,1۷ > ,37 ,0 < ع ۷ 
أي آن السالية میر(,) هي هتتالية. كوشي » إذن فهي متقاربة نحو حل 





رنه میطی و ۶0 ۵: u; = al, +b,‏ . 
مكنا الرحوع إلى الحالة الأولى اع -h‏ 2 إلا وال . 


المعادلة: / - (). 
+h = av + h)+ 3‏ وه پک آل رتم وهنا ممكن إلا إذا كلا ۾ 
من أجل كل ۵٤7۸‏ » ومن أجل کل ]1,1[ € ۾ » بین آن المجالية الترلجمية . - . 1= م. ولكن من أجل 1= ه٠‏ لدينا Kira‏ 
اأمعرفة بالشكل  :‏ + ,اطع ربب , ۷:۲ و 1< وه هي متتالية و و 
كوشي. ۱ ۱ 0 ۰ 
الل 





إن التابع للرافق لهذه المتتالية هو + × هنوه = (×) ر » وهو معرف ومستمر على 


۱ ۱ ۱ ۱ ,> هن تسش ۲ / - ,2 يهنا جه 0 | - ,ع|هنا < | - 20 ,|= 1- ,2| 
20 6.2۰ المنتاليات العقدية 11 ۱ وعندئذ تکون لدینا الخواص التالية: 
۱ ۱ خاضية (30.2) 


, 


:تهويف(:.9) 


نسمي متتلية عقدية كل تطبيق من 177 في .© ويرمز لها عادة بالرمز 
۰ )£( . ونقول أن للتتالية 1 
'ر || 1.مثقاربة وذات لحاية / إذا وفقط إذا كان : 
ذه . << ,|> Ve>03heN',Vnzn‏ ` 
0 :حيث |ي| يشير إلى طويلة العدد العقدي ± . 
00 2. أغها لكوشئ إذا كان : 
١‏ ۱ »> - تا و < ورج ,17۷ ورلا , ۷۳ 0,29 < ع ۷ 
ملاحظات ) 
0 لتكن ہے( )متا دید نیع آن نکب من ال کل 7« اند 
,ء على الصوزة الجيرية: ‏ بیزا+ << ,للا © 77 » حیث مب( (e):‏ 
هما متتاليتان حقيقيتات ويسميانبالمتاليات فلركية ٠‏ 
22) إذا كان 1- ,هتنا فإننا نستطيع أيضاً أن نكتب العدد ۸ علی الصورة 
ا حت بزرير هبا عدادان حقیقیان ویکوت لدينا عندئذ : 
< ی 
آومنه نستنتج آن : 
ره ا - _ lily‏ 
- مرو ؟ 0 -ار- ,واه" - ,کار - ری 
3 وإذا كانت ۳ ).یر (:د) متتالیتین حقيقيتين متقاربتين وهايتيهما (على 


یب ها زرد » عندلذ.نضع : : + ,<ع ,2 و بن+<</ ویکون لدینا: 
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المتتالية العقدية مر(,(:+ ,) < میر(ع) متقارية لذا وفتط إذا كانت 
المتتاليتان المركبة میب(,/ز) ,یی(بند) متقاربة ولدینا: - 
i.) = im >, J+ im >, )‏ + )نا م 
إذا کانت ہے( ,ن + ,×) = می(,ع) متتالية عقدية » عندئذ یکون لدینا : 


([ه - مته| ک |د - ,اء - - متأ > ]ند - e (e,‏ 
|>“ م + ]ند - | - دا سو 
وبالتالي: 


تکون للحالية العقدية مر(,2) لکوشي [ذا وفقط [ذا کانت السالیتان 
7 مع() دم () لكوشي . 
تعريف(31.2) 
1 1 2010 
| الحقيقية |رع| توول إلى مه+ ‏ أي إذا وفقط إذا كان: 
(VA >0,3ke Nn >F >|, | > 4)‏ 


من العلاقة : ر + ب ت iy.)‏ + ,| = ا,عا 


نستنتج أن 

لمتتالية (,ج) تؤول إلى ما لا غاية عإذا وفقط إذا كانت (,*) أو (,بز) 
تؤول إلى ما لا غهاية. 
نظرية(32.2) 


| كل منتالية كوشي لاعداد عقدية هي متاليةمتقاربة »اي 6 تام. 
85 


م 





2. المتتاليات الحقيقية: الجموعة لجز[ 





البرهان 
لتکن (پ2) متتالية اغناد عقذية حیث. ,+ ,× = ,2 لدينا: 
أو - کار - م2 - | > ند - | , 10 ۷,9 
۱ رید ومع 
ينضح لنا أن (,2) هي متالية كوشي إذا وفقط إذا كانت (,*) زعلا قلس 
لكوشي» علما أن 1۸ تام واستنادا إلى الخاصية السابقة نستتتج المطلوب. 


مرین1 | 
لتكن المتتالية لعقدية ویر( ,2) للفعرفة تراجعیا بالشکل : 


60 ,20:2 
(ي2 + وبرت ویر :13« 
أثبت أن المتتالية مي (,) هي متتالية كوشي 
الل 
بالفعل لدینا من احل كل 7ع م لدينا :۱ 
e -‏ =| ی 
ثم بالتراحع على ” بحد آن": 
الآن ليكن ]ع م » لدينا : 


1 1 
مه ,عل دل أ < |و2 - - +a‏ 5 مره مق 


2 5 ا 


او - | سس 3 ون وح وبیعا . 


اذن 


7 5 
دا هت 3 1 
من حهة ان الکمية |مء - ,عبت غير مرتبطة بالدليل م ومن جهة آحری لدینا: 


2. المتتاليات الحقيقية: المجمسوعة سر[ 





ima - | =0‏ » أي أن : 
و مقاب جد رو < ۷,7 : و2۳ ,0 < ۷۶ 
إذن نستتتج أن المتتالية پیم(,ع) هي متتالية لكوشي.إذن فهي متقازية . 
یی  .‏ 


نکن امتالية یة وی( ,2) المعرفة ب: 


1+ ,= 2 , 10۷ 6 0۷ و۶ 


کی کی ر 
م نس ,ود ,2 .لب ,لاير بقلم 





لدينا : 


ب“ 4“( 








4+2 1 4 + 2 4 + 2 
3 ۱ ۳ دمم‎ 5 4 n 5 [+ 2 + 


سس ند رک ہے ۷۵2 ون له 


۱ : 1 
۷« > 12۷2, < 22 


® 


ص > 
۰ 


4+ 22 





/ 
ی 


1 لدینا . (20 م2 یلیر <(0-|«2لیجتنلیا ) 


2 





تمرين 1 
باستعمال اتم يف أثبت أن: 

4 ۱ ا ۱ 
6) مه [2 - ل ی( , 06 > ب ) + 3*7 نا ۱ 








1۰ (*1+۵اوما . 1 9 / 
1 (“# تاف و م 0 و . 
ف ف ات 
تمرين 2 
A‏ خن دبس رم را 
هل العكس صحيح؟ بيّن ذلك. 
تمرين 3 
لتکن ۸[ ع ۾ » ادرس تقارب المتتاليّة (,») المعرقة ب: "= .Vne IN", u,‏ 
رین 4 
(م) برهن أنه: 


إذا كانت (,#) متتاليّة بحيث » من اجل < 7 ) ات کار حيث 
0<a<l‏ « فان 0= م ۱ 


(۵) اسع تج أنه: إذا كانت 1= ا حيث 1> />1- ۰ فان 
0- ی 

(ه) طبق هذه النتيجة لدراسة المتتالية ذات الحد العام : 
(0) برهن 'أنه: (ذا کانت. ([ى/ة) بخيث ».من أجل كل ما ا 


حيث 1< »فان 2 م۷ ٠ lim‏ 
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سب 2 لا ‘XER,‏ 


همم موم یووم مه موه م4 ۰۰ ۰۰۰.۰۰ 


~~ + 4 4 ۰ #۰ يج ۰ + 


تمارین -لمنتالیات العددية, 





1 +e 


سس ل لے س لے سے س 








> << © © - > < جه > © عن 4464440064644444 :42620 > 6< جب به بن © بج هج إن جا ب عن © 2 :4 © © © © © © © ‘COC 00C0‏ 
ار 


گرین ' 
أوجد نهاية المتتالية (,») في کل مما يلي:. 


n `‏ 
(a)‏ حت م () - 1+ له < ,با » 
eet -n+1‏ د س 1+ وب nî‏ 











7 بت 
( “5 + "34+ 6 سيد 
0 تب + > 1 
U) < 30‏ سيد 1 23“ a‏ 
ام + 1+2+۰ )1+ nr‏ _ 
سس یت h‏ 
Inn #0۰ (2n) 8)‏ 9 
تمرين 6 
ادرس نقارب المتتالیات التالية: 
,2 1 
)0 ۳ ؛ (2) تست 06 ين معطى ؛ 
)3( 0 +2۱ ,۷ ۷۱ معطی ۰ 
> ۷+2 9 5 
رین 7 
رید أن ندرس في هذا التمرین المتتالية («/4) .نضع +1- ٩‏ 
(©) برهن أنه: )0= (Vn =1,a,‏ و آن يه ا +1 < ور[ < برب 


() استنتج نهاية المتتالية («/4] . 
- کے 


غرین 8 ۱ 


)0( احسب نهاية ,: اذا کانت ۱ £ 





+ 1 حیٹ 00+ سس 0 . 
440 هعجر 


(2) برهن لن نے + 


,1 11۳ إذا كانت 1ع ,۷ ۱۱۳8 و صد- “س 
im‏ ن» 


ج س ن س یت سه هده 








4 
سر ا 
۵ + :277 / 


ْ Hl 2 +n ۱ 








رین 9 
لتكن (,) متتالية متقاربة نحو العدد الحقيقي /.. 
' نفرض أنه يوجد عدد حقيقي 1 بحیث 1>۸. 
[) برهن أنه يوجد عدد طبيمي 7بحیث <۷۸ يکون > ,لا . 


2) نفرض أن 1> 0>1 وا برهن آن 0= lim v,‏ . 


“11.an +1 


3) برهن أنه 1> || ۷ و ۷ فإن 0> 


3 








تمرين 10 
لتكن لدينا المتتالية (,) ی اه وفع 
+) أوجد الصيغة. التي تربط (,) و (رم») 
-) آثبت أن 1= بر 
تمرين.11 ۱ 
لتكن (,ل) (٠‏ متليين عديقن بحيث أن a © Va‏ من أجل كل ۷ 6 7 
و بحيث أن ی 


فرش المقالية | سكت سكع | مقاربة من * ٠‏ غلدئذ: 





عون هت[ رد من وا 


بم۷- و۷ n‏ 


4 


۰ 
9 
ê 
4 
29 
9 
# 
9 
2 
۰ 
9 
4 
¢ 
۰ 
و‎ 
4 
م‎ 
۰ 
9 
9 
¢ 
۰ 
* © 
٠ 
¢ 
5 
9 
: 
: 
۰ 
9 
۰ 
8. 
9 
۰ 
۰ 
۰ 
9 
۰ 


COUVO0CCVCC0C0CVCLCCCCCC4446444۰ 


7 ضرغ 


(4) 














.6ْ فلن ات 5-9 وا‎ b+ a n n n+ 
15 رین 12 تمحرين‎ 
و = ا ٤و ,»ت معروفین حیث لتکن المتتالية الغددية (,؛ة) المعرفة تراجعيا كما يلي:‎ he نکن المتلتین و‎ 


u #0 , ۷7۶ 61۷ 3u) +, =0‏ 
1) برهن أنه و Vk > 2u, =a‏ 
2) احسب ,ل بدلالة 7 و, ولا - 
6 استنتج قيمة المجموع نا +. ولا ولا > ()5 بدلالة 7 ول . 
احسب (ماک سنا . 


و۷ > ولا > 0 . برهن آن : ,> ,> 0 ,10۷ ع ۷ 

برهن آن المتتالیتین ,۷ و ,۷ متقاربتین . استتتج آن لهما نفس النهاية ثم اجسبها. 
قرنن 13 ۱ 

نكن المتتانية ),( المعرفة من. أجل ۸<2 ب: 4= س + = ره ی 





۸ 
(م) اثبت آن :0ات 5-5-7 : ۱ بل ns =| < > u,‏ 
)( أثبت أن : المتتالية 3 متناقصة و أن المتتاليّة (.,..) تراد ی 


رین 16 ۱ 
لتكن المتتاليّة التراجعيّة (,/) المعرفة ب: ۷/2 = ار ,2+1 = إن 
-) أثبت أن 2 هو حاد أعلى للمتتاليّة (,ب). 0 

















1 -) أثبت أ کک چ و 
() تع لاد رم ید ا 
رين 14 -) استنتج أن المتتاليّة ,لا متقاربة :و أن : 2 < ی 
درس باستعمال متتالبّات كوشي ٠‏ المتتاليّات المعرفة ب: مسألة 1 ٠‏ ۰ 
4 ۱ 
(2) 4+ ,م3 = مه حث || > ول . لتكن المتتاليّة التّراجميّة یه (,ب) المعرقة ب : 1= + 1د ,ند 
1 . ۶ ۱ - 
2 ا ا کیت 1٠‏ >" . نثبت أن : )1( أثبت: أن 3 > کر < ۷ 
ىو رولا ٠‏ ۱ ۱ , 
ای o‏ (2) (ه) أثبت أن التابع 2 +1- ()لر متناقص وأن التابع /ره “رح ج متزايد. 
(F (e)‏ چ + - ,لا تان" - r‏ و سول ۱ 2 ۱ 
ای a‏ ق 8 Eh‏ (5) نتحصل على متتالية من الشكل ‏ (.,8 > رمه . 
ا ا ان )كن »ها تسل ل ميقت هل ی ٠‏ آارس نظریا تقارنها 
(استل(1)). إذا كان عب ونه و إذا كان ,لح ونا ٠١‏ 











موه | # 
۲ 
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۰۰ 4 ۰ ۰۰4 ۰ چ‎ 
SOOOCOOOL 4444444440444400 
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هم مهب هه مه م۰۰۰۰« هط« ۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰۰« +«۰ط۰ ۰۰۰۰+ ۰4۰۰+ ۰۰« +۰۰۰ 44۰ 


= جت و > 


تمارين -المتتاليات العددية. 


جسجسس-- .يي ميس سس سل 
-) إذا كان 2 زوجيا نتحخصل .على متتالية ذات دليل فردي . أدرس نظريا تقاربها 


إذا كان و ك5 ,/ و إذا كان وما < رلا . 
(3) طبق هذه النتيجة على المتتالية المعرفة سابقا. 
هل المتتالية (,») متقاربة؟ 


مسألة 2 





من أجل كل متتالية ري.(,6) ذات حدود موجبة » نرفق بها المتتالية و..(,؛) 
المعرفة بالشكل: a, +a, +...+ fa,‏ = ,۷( ۷ 
1. برهن أن المتتالية ,.,(,) متزايدة . 
2 نفرض في هدا السوال آن : 21 ٤ 7۷,٩,‏ ۷ . برهن أن: 
+ ربملت ,لالع ۰۷7۱ 
مستنتجا آن المتتالية میر,) متقاربة واحسب نهایتها 1 . 
3. نفرض في هذا السوال آن : 2= ,ه:1۷ ۷۸ حیث ۸ ثابت حقيقي 
موجب. برهن أن المتتالية می(,) متقاربة نحو لا . 
4 کنر( .ري (.6) متتاليتين عدديتين موجبتين ٠‏ مب,(؛) «مد(ءن 
المتتاليتان المرافقتان لهما برهن أن ٠‏ ۰ 
(vne IN :a, <a )= (vn e IN :u, <u)‏ 
ستنتج تقارب المتتالية بي( ,») المرافقة للمتتالية ,(,6) في الحالات 
تالية والمعرفة بحدها 8 ف 1( ,a,=nl(2 ,a, =n"‏ 2۷۸۵ ,۵ 


5 برهن أن. : > ,12 ع ۷ 
5.ب. استنتج مثالا لهتتالية ا ,۵) بحیث یکون المتتالية (u, Jae‏ المرافقة لها 


ا 


يد ا 
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مهب بمب 4 .2.2 6 + © > © ۰۰۰۰4۰۰۰۰ :۰ :۰4۰ ۰ ۰ © جه ۰ ۰۰4 بج لف ۰ ۰ زه جين ذل زه © ثث © > ذدان 
U 7‏ 


1 تمرين‎ 
۱ e1 06 
n 2n 2 
الع‎ > 


لیکن 0 <ع ولنبحٹ عن "1۷ ," بحیث و« < ۷۶ یکون لدینا 


وم 


(ln 


وت کر »اا عدن 


تمارین -المتتاایات العددية. 


ی 





>= و < ۰ , 10۷ ۷: "1۷ ,0,317 <ع۷ * 





inje" ۳۹ 





ا بط 2 الا 
nll + e"‏ ال ۳ هد سکم 





in2 
< ذا کان 2 ذا کان کے‎ 
¢ Fi 2 | <8 إذ‎ 


in2 ,‏ 
لیا نحل ۳ ۰ 


. lim 0 ۵ 


1-410 1 


ج > ا() مس 





مج و < ۶ 61۷ ۷7 : 61۷ 0,39 <ع۷ . 
1 


لیکن 0 جع وللبحث عن 613۷7۰« بحیث ," < ۷۶ یکون لدینا > 


a 1‏ 
تکون ۾ > إذا و فقط إذا كان --<” و منه یکفی أخحذ -< مره . 
تكو ك ۱ 5 و يكفي FS‏ 


. )نل‎ - -2(- o (¢ 


1 


AN < ۰ 


-- }25 رخ و :VneIN‏ 2 0397 جهر7 . 


وأووووووووهوووووووووووووووووووووومه جوم همم موم هم دا و 


م وم 8۳-3 61 ۴۳۳ 


1 


وحم حم جیسب 
1 ۰ : 
جح کے 


1 : ¡ ليكن 0ج ولنبحث عن "۷ واه یٹ 7 <2 ۷7 یکون لدینا > 277 -1. 


تکون > و2 -1 إذا وفقط إذا كان +2(4 n>‏ ومنو يفي عط ۱ 


ا عد 
7 4) بك 3 يسلا . 
7 32۳۱ رو < ۶ , 10۷ > ورلا : ۳ 02 <۷۸ . 
١ ۱ 13‏ ليكن0 مر ولنبحث عن ۷۳ بحيث ص1 < درلا يكون لدينا 4, < 371 . 
تکون E 7 Te‏ - < ور و منه یکفی آخذ 
1 ی 


۱ 23 
۳ ۷ 
+ ا 
e4 1 2‏ 3 
ال e‏ و2 5 
۳ ل ج رده , 10۷ 6 ۷ : ۷ 021 <۷۵ ۰ 





یک یه وت وه کت یت 10 2 ۷۶۸ یکون لدینا 


0 1 ۱ 8 35 211 
.ت ور n‏ ما 
: نی ۲ - ni’‏ 


ال ال کی اس 8 33 


رين ق 7 ا ار 
٠ 1‏ هن( مالیا و اکن اب 
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سس" بش > عم 
۰ ۰ و ۱0,۰۰ 
E sas:‏ 


2h2 ۰۶ |۴‏ 
ل i‏ 57 کون ع>9- ا و ع 22 E‏ 3 اح 


٠ 
5 
۰ 
+۰ 
0 
۰ 
4 
۰ 
۰ 
۰ 
۰. 


+ 
۰ 
۰ 
۱ 
© 
¢ 
٠ 
۰ 
0 
۰ 
٠ 
۰ 
٠ 
9 
9 
٠ 
۰ 
+ 
8 
۰ 
: 
9 
۱ 
۰ 
4 
٠ 
فش‎ 
٩ 
0 
٩ 
9 
٩ 
١ 
۱ 
٠ 


Vn.e IN,n =n, > u, >‏ :2۷ 0,2 <6 7 
و ما آن (/- ,| ک |/|-|,س فانه 

eIN:VneIN,nzn, > |۳,|- >»‏ ,0,3 جع ۷ 
أي |ل| > |منتزسنا .إذن لمتتالية (بس) متقاربة نحو | ۵ 
() إن العكس غير صحيح في الخالة العامة. 
مثال: لتکن العالية (س) المعر فة يحدها العام. "(1-) > ,ير . 


' لديئا 1< ,| و بالتالي العالية (ا,س) متقاربة رغم أن للجالية (u,)‏ متباعده. 





تمرين 3 
الحلة الأولى: 1< ۾ 
لنبين في هذه الحالة آن 0+ = ”۾ سنا . أي 





VA > 0,3?n, e IN :Vn, n =n, a" > A 
عكننا كتابة #۸+1=ه حيٹ ۸<0 رو من خسخوی کی ایی یوی نبین أنه‎ 
vn e N, a” = (1 +H)" x1+nh 
لیکن 0 < ۸4 فإنه تكوب 4 < ”ه إذا كانت ۸4 < 2زم +1 اي لگ دس ر‎ 
بالتالي يكفي أخحذ : ظ‎ 
' 0 > || >11 الحالة الثانية:‎ 





حك 7 
< و . 





عکن آن نکتب + دام حیث. 1< :من أجل 0 <م فان 0 << و الدراسة 
السابقة تبین أنه 








وله < ۷۶۱ : 207 > وت ,0 << ۸4 
6 
أي أن 0- "2 جمنا . 
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4 > هج 6 هي يج به هج هج © © ن © © © © © © 6 6666© © 86489496 9654944 4 44۰۰۰۰ 4 هه .646466666664 6666© 6606© 66 266 > »ب ووهووي 











حالة الثاللة: 1- > 6 





6 > | ,| 2ك إمو يمنا , و بالتالي من أجل أي 0 ذم بوحد بل + 1 > یلا حیث 
و < ۷ یکون 6> ]رن ومنه 0= ,ا2 . ١‏ 
۵ (0) .51>1 ۰ 

نما أن 1<1 ا يي ۾ حيث 1> © >[ . ون آن لد 


n 


نضع '۾-= ۾ حيث a'>1‏ . لدينا إذن ۳(-) - ”ي .إن المتتالية المستخرجة 
ذات الأدلة الزوجية تؤول إلى + و المتتالية المستخرحة ذات :ا الفردية توول ٠‏ 
لى مه -» و منه العالية ("م) متباعدة. 

حالة الرابعة: 








(«) 0-1 . المتنالية () -(”ه) ثابتة و تساوي 1 فهي متقاربة نجو 1 . 





بج وج وم وج اج وج و و مج موجه 



































(۰) 20 6 . السالية (0) <("م)ثابتة و تساوي 0 فهي متقاربة نحو و لدینا ۵6-۱ >|1- يناعن أجل تل و21 7 و منه هو یگ (سم)- 8 ظ 
(ه) 1-=ه» "(1-) = "ه و هي متالية متباعدة. أي و > ه -/2>ه- أي أن 9 إذن من أحل 2م للا Hr‏ 
۱ ۱ 1۱ 
رین 4 ۱ ۱ 0557 الأول نستنتج أن 0= ,# 10 . ی r‏ 1 
لفيناً مق انهل ٠.‏ ۴ وتو و نس 13 E‏ 
(6) لدينا من أجل ,7<« ؛ نت > + حیث 1> 4 >0.» إذن من أجل 00 0 > 1-. عندئذ : باس أي آن العالية (إمب) تحقق ' 6 1 
۳ مط ۱ ۰ . ۲ 5 
ط السابقةءإذن 0-|,نناتهظا وعنه 0- ,يمنا ٩۱5 ۶۸ >...  ..‏ 

3۳۹ الشروط الساظة لان 0=| الو ومد 00ا ٠ ٠‏ ال إل 

١ 9 Ea م‎ : 

alt, +1‏ ك 3 : 6) لندرس امنتالية 2۳ 7 عع ع ب 83 سل ۶ : ۱ 

٩ ۶ ويف ہے‎ eng Ew o ° n 

00١ : x || 5 af‏ صما و0 

n, +4‏ : 4) لدينا من احل و« < بر ) | 5| a,‏ حيث 1< 6 » إذن من احل .کل ۱ 1 

اا سسسب 4 ١‏ 3 . 9 ۰ 

: 0 -: 1 از 

نب - +2 ۰ ۲ دا BE;‏ 

(») إذا كانت 0= ,ل فان 0 , 21۷ ۷۵ و بالتال 0 - im,‏ ۱ و 
۹+ 4 و تال ,# fF + > a, . Um‏ 

() تاد هل اه مین ود وچ دسا PS ee‏ 

0 <ع برجد 61۷ 1 بحیث ۶ < ۷ یکون 7 و هنه ۱ n,4|‏ 0 < | 7 ۰ 
و" : 1 > 1 


ف 4 . 
+۹ ۹ 2 


ل 


jim a" = + 5 a>1 5-85 111‏ ج من احل 0 <4 یو جد EN‏ بجیث 


V> 0‏ یکون ا و منه و . وبااي من أحل أي 
۱ 7 


مغ 


٠‏ تمارين.-المتتاليات العددية. 


+ ۸0 بوحد ,+ مرت و بحیث 9 < ۷۲ یکون 4 < ام و مته 
0 ول تلا ٠‏ 


3 .رين 

رت - 5 ل ل 5 2-2 
1 ام لديا *(1-) +21 25 تدم 
2n = 2k ۱ 3۳۳ ۳ ۵‏ 

i =2k+1 0 

ال وه هلا تقبل هاية لا توول ,« نحو «ه+ و بالتالي رلا متباعدة. 
اب 8۵لا ۳8 
E ۴ 1‏ 2و 1+ n? +1-nYn? +1 + _ n‏ 0 ۲۲ = ولا 


n? +1+n n? +1 + 





ون 1:۰ 1 
11 ۱ :آذ >= ,یه و بالا 0 = lim‏ = لا تن . 
5 1+8 0 ل . +1 


الم - 


. لدا‎ 0 1 
as E اد«‎ 


و ا و 0۰ [> 044 فإن 


5 
03 


"3.5+ "2.3 + "2 
سي رلا 
5.5+ 3.4+ "3 
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ووو ووو وو وووو وواجووي ن 0 40 642644464464 646460660464646 042444646464409 464046460462 ٠6+60‏ 


حارين -«نمنناليانا العلريك, 


۰ 3 ۹ 4 7 0 ۳ n 
٠ [ذ/هنا» 0< 6 . و باهاي -ع هه سنا‎ =o <“ li 3 0 
[2)عنا؛ 0 اط م ج يدك‎ 006 ۲ 


(4) لدينا 


و 
ج+ ]7 06 


0 
۱ 1 1 1. 
= = 1+4 -2 1 
n 1 ۴ ۳۳ 

















1[ 1 ۱ : ۰ 
واه سب | + -+1/, ım‏ = , ۰ 
ونه 1 2 . و e tf‏ 
0 لدينا 
(rn-1)‏ 1 ۱ 1 7-1 2 
۱ اھ يت 
1 _ 1- و 
و منه 1 lim‏ = ولا هنا ٠‏ 
) ا#«+ +12 _ ری نحاول في هذا التمرين استعمال نظريّة الحصر.لدينا 
اليك( 

از 15 

25 n! 

+ n!S n! 





ور اور > ابر + ۰.۰۰ با2باز » 


nln nin : 
۱۹ زیم‎ nir + 1<") 5 
وم کو‎ 1 
` (r +1---2n) 9+ بر1(.۰۰)2‎ -2 
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> :© بج © ۰ ۷ ۰ ۰۷ 6 ۷ ۰ 
ا ا 
ووحوودو و هن ۰ ۰۰ ١‏ 


921:35 5 


1 . 
منه ل) ع< ۱ : 
1(2-مم...(وبج حت ک ,#جطنا 05 و باق مدب 
#) لتكن ۱ و 


6 لص ل ن mel‏ 
(2+ 1+( 4و 23 
لدينا 0 < ۷۲ , 8 2 1 


۰ (n+(n+2) + n+2 
و بالتالي باستعمال طريقة القارنة بنحد 4-1 و [-- و اي‎ 
1 1 [1 


2+ 1+ (2+ 1۶ + ی 


1. ۰۰14 1 5 


جه 


9 


وان ون ھھھ وو ویو 
۱ +« دق 44201 06م مج جه وج وو ون وو و ووو وووو ووو و ووهووويووووووهوون. 

-[ 

سا 

م 

8 
۱ 
> | 
۱ 

- 

+ 

كما 





ES 


1 سے‎ 
(n +1 +2) n+l n+2 


و بالجمع طرف إلى طرف هذه العادلات بید لر و بقل 
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1 











nl 1+‏ 
21- 1ے 1 
مالم 12 
۳ 
تمرين 6 
28 ۰ اعون 
[) لدبنا ح<_ و ۷ 
) لدینا رد زر 
۱ اجر ۱ 
و مله ١‏ ودب گنپ ۷ تكد كرديو 


u, 2" (1+م)‎ +1 


3 


إذن 1< ”۷ن < ,نه أي أن المتتالية (,/ه) متناقصة » و زيادة عن هذا لدينا 


00 ,لا ع و منه ,لاك ,مز > 00 < ۷۶ ۰ إذن المحالية 059 


تتقاربة لأنها متناقصة و محدودة من الأدن. a‏ 

و 1 2 ۰ ع 

نلابحظ آن | 0 ا ري - ت ولکن !> ببولة hm‏ = بح رو 
2 ۲ ۲ ۰ : ۰ 

ےر ماع پر بسنا جه 1=10 + 0= 


وه 0= اچ .ار 
2) انکن سر ره : نفرض وله معطی و 0 ولا . 
و وه 


ما < سب < 1 
وأ 


۱ 


هر 


م وو ووو يوون ووو ووو وووويووو 9 ۱ 


نا 
E‏ 


چم زد 5 ی وت 
FE 0 1‏ 

3 
a ES 


ا ا 
۲ ۳ افوس هدع 8 1 

یب[ ریز ۱ مش کح تاج هرخسم 
5[ كذ ..: 7 


ب 


1 f 
۰ 
۳ ۱ كا اكاك کے . 2 ان وین‎ 
ES e oe 2 2: 
5 1 
بوي يدهت عه كه‎ e arm a ده ۳ و‎ 5 
١ ١ 9 


EZ 


ذن لدینا 1 
اقلت لا 


i. 


- من انل = ع 3 3 


ركم 


۱ 
۱ 
ا‎ E 


بسا 


۰ ۰ 4 ۰ 0 0 0 4 وه 4 0 4 0 ۷ ۰ 0 ۰ 4 ۰ ۰ ۰ ۰ ۰۰ 


و < رو 


۹ 


5 ودلا 


س ری 
وكا 


o 


لثبرهن عن هذه التتيجحة بالتراجع. 


و لبیّن صحتها ۳۹ الترح (۰)6+1 بالفعل 


و4 مود 


08 إذا كان 22 7 فان es‏ وهنه ول هو 


0 إذا كان 1+ 2/6 - م فان وو = ولا ومنه 


ا 


00 


زا ال إذا كان و فالمتتالة ) (e,‏ تكون متباعيدة. 





و 


1 1 
ےن د لت وبيولا و وص ع ور و ميه 
24 


u, = lim u 
یج‎ 


| » لنفرض أنها صحيحة حتّى الترجة k‏ 


يي 
جمبب و 


ظ ۰۰ 
0 





دمارين -المنتاليات العدليه. 





6 (ذا کان. 1- ین سس یه و منه 2-1 من ۰و 
المتتاليّة (برلة). متقاربة ثحو .1-.. 


3) تكن )ره و وه معطی. 


2 

i 

س 

١ا‏ کا 
N]‏ 
o‏ 

۱ 
دب انهم 
r‏ 

©. 


23 1 
=o‏ وو 1-3( tt,‏ ۳ 
1٩.* 5‏ 
45 1 
و و۱ 1 ح ولا 





۰ 2 3+ 2 
بين بالقراحع آن ولا < ولا و 9 E‏ = بیدا 


پیا 0-+ الخاصية محققة » لنفرض أنها صحيحة حتّى الدرحة ۶ و لین 
صحّتها من أجل الدّرحة 1+ £ . بالفعل: 

2k ۱‏ 
لدينا ما = ,رب E‏ ربوولا و منه 





8 
۱ <a 
وبرداا‎ 2 26 +3 2% ۴ -)1-2 5 aan 
2k +2 رن‎ 
0 =0 





E 2+3 01 


CL)? 
د دكا‎ = 2k42 7 : یو‎ 


7-7 2+5 
| حلي ° لخ ل 
الخاصية صتحيحة من أجل الدّرجة 1[ +2. 
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۰ او عدو ووه ع خا ع عا جاو واج هاا 66/666666 ا اجن 
4 © © © 




















تمارین -المتتاليات العدديّة.' . : ۱ ۱ ۰ 
كسس ب بج حح ت و 
: : ۵ ۱ 6 ۳ و ١‏ ۳ 
(») إذا كان 26 دم فإن وات رر ال = im,‏ . + ۱ د ٠‏ >< اسل 
)٥(‏ إذا کا 2k+3‏ ` : ربكل سر ١‏ 
*) إذا کان 1+ 2۸ = « فان ولا جوز ۱ ا 
a 2k +2‏ + سس = e‏ | 2لک ,6 +1= u,‏ إذن 0= lim X,‏ وئ و اطیع سح ۾ إذن 3 ۱ 
و مه ولات ا ووز إذن المتاة (, TE‏ ۾ 
,) متقاربة نحو ولا . 1 0+ = im,‏ 7 
ا ججج ج ن ن ” و ؛ 
١ : ۱‏ 
عرین 7 ۱ يدن تتحصل على .1 +1 n‏ ومبه 1- ae‏ ۱ 
n, vn e IN‏ 1 : 04 4 . 
: 4 5 ۱ 
3 ۹ 9 و ۾ ' 
۳ ۳ » لدينا إذن ”= ") (n> u = (+e,‏ . :. © - ۱ )ید "لا صا و منه 1 یی in,‏ 5 
ی ۵ 0 <, ۵ , 1< ۷۲۶ . 4 
و 
۱ ۱ 2 3 + 2 ۰ 4 
ثفرض العکس أي 0>,, :1< م3 إذن 1> 1+ و پاقال 1> 70 و م اة ,جاب ا 2 3 
!> 0 وهذا متناقضا مع الفرض 21 و » إذن 0 ج , 1< بزلا. متدضو]ء ٠‏ 0 ۶ م 
nin-1) 2 n‏ | می ے 2[ 39+ 207 . 
(-) و لکن م6 وم ,۵ +21 (+a, J‏ . ` + 2712 5 
ی ۳ ۰ مأ 
عا أن کا ۱ و :0 2 (1- )7 1 1 رز موتو : 
و نما أن كل بحدود موجبة فان *به 2 +1< (,۵+) اي 2 تر [ 2n" +n‏ سے 7 : 
a‏ بر 2 : 
2 تمرين 9 | < 8 


وعد ل ا 
۵) نستنتج ما سبق >2 >0 و بالتالي lim a,=0‏ إذن 1= lm u,‏ . 
غرين 8 ) 

يه ده 


() لدینا 2 کے +( 5 
a‏ 


1) لدینا )6< |- مج ۷ <۶, ۷ ۷ ع 23/۷7 وا ۰ نا 
. إذن ما أن عر 1 فإله من حل 0< 5-1 عو یزحد ۷ 1 NNE‏ 
کون لذينا .u, <l+(K,-1)=K,‏ 


0 نكن ۰ ا لون إذن يؤجد 17 ۳ بحيث 1-1 5 
۱ و بن من ال 0< - م خم يؤجد NeN‏ بحيث N‏ < ۷ فان : 
+l‏ - )> یبیج > 0 أي ' Vn > Nv) < el‏ إذن ۰ ۹ 
مه اب۳۳ > ای > ]و < Vn > N, |p|‏ 
.و منه نستتتج : ۳۳۳ > | vn > N O<,‏ 


+) k 
,و لکن )= 2 += + سر ود 1 = کک ون‎ 


مب ور 


مسيم 





م سس مسف وس 


— 7 
3 
۷۰ 7 ۱ 
> 1 -.. 
ار ۰ .۰ ۶.9 ۳۰ 9 ۱ 
. لخ و ۰ 4 ۰ 9 نس ۱ ۰ ِ 
۸ ۰ 


م0 





مج وسو عم وسو 


ی 
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تمار یر ۹ المتتا ليا ات العددية ۰ 


۵ 


ووووودووو ان نون و و ۰:۰۰ 


ل وعداة 0د 3 "”م ييز ( لأن 0>۳>1) فان ۳,/>0 صنا > 0.و +التالي 


5 20 ,لا لا . 
۲ هببيمع 


۲ nl 
ور -ع)۵-1(۰۰۰‎ + 1(a-n)x"" 


1+ ل۱+م)]ب(1+«-ع)..(1-» 








زر . رین 11 
لدينا فرضما مم+ - ,<ا تهنا » ب > ,۷ , 1۷ 6 ۷ اذن 

سس E‏ 0 
إل ۳ 5 0 < ۸ < ,۷ و7 ۷۸,۲۱2 : 1 > VA >0,3h,‏ 
3 :للها و لیکن ج- نهم ف ,ن إذن 

+ اد — me VY‏ پلا 

.0 9 ص . 
1 من الب رف ماه دی 

1 ۶۰ لو „=a - «+ 4s‏ 7 پپپ را 
۱ ۳ 7 2 مب ۳ 5 n2 ¬ nye = a:‏ 
0 ۷5 یم +(جم 5 a(n‏ = ےل“ رہ 


3 8 1 رمن - av, =v, )+ 0; (v;‏ = بملا -- ولا 
اا ر 108 


9 4 4 4 4 4 ۰ 4 ۰ 4 6 6 ۷ 6 6 6 6 6 4 6 4 ۷ 4 * + 4 


1 تاو اوا ت ااا‎ E 





> به > ه هه )© © جه ج > ني ۰ .ب ب جوم مهوت 


بو و مهو موممم موم بمب و و و بت ۰ 


fel‏ هس 
مان E‏ 


تمارين -المتتاليات العدية. 





و جمع هله الصیغ ید 
)4 لاس ,+۰ +( ۷ = av, ù av, + Bl‏ = يملا - ملا 

ان الا ال 0 هر نا 
n‏ تا ۷ 





٠ ۱ u ]وت‎ 
37, > 1۷ : ۷, 2 1 که‎ 


9 


n 


۱ لدینا ایشا 0= limb,‏ و منه 


In, > ۷ ۷ nan > ۱ 


ليك ی دب وم إذن Vn = ny‏ يكون لدينا 


:امود + سل 3 


۷ ۱ 7 


که تام اك 
. 2 2 ¥ 2 5 


: 4 5 ۴ ۰ ۰۰ غ 4 
[) دراسة تقارب التالية الغددية (,5) بحيث :ا رو “برع 4. 


لتک ++ *2 + 1+ ,رن و < رہ عندئذ ع ی 
۱ ۷ 
و لندرس تقارب الحالية ا فنجذ 


بلا > ولا 








a ۱ n ۳ 

وال EF a Tar‏ = اه 

)يرادج 255 ور 1 مر 
FO 1‏ , 


ع 


۱ n 
 )+۱( - )جوا س‎ 
وح وهم فرت م د‎ 


حيث أن المتتالية داحل القوس في ۴ نت ن 20 
عندما + ج ور, 


ومنه ل ميلا ولا 
1+ لب ول و منه حسب النتيجة السابقة فإن 


EER a Ns قا اا‎ 
هنز‎ sy, = i, ور‎ Ry ولا ا‎ +1 





2) درس تقارب العالية العددية (,4) بحيث : ٠‏ م 


لتكن n‏ +. +23 + 2ل +1 راو ومع رن عندئذ ای 5 


۷ات ۱۷ 


لند 35 3 نما ۳ ۷ ۰ ۱ 

و اشدرس تقارب المتتالية 1 سم فنحد وله 2 هس آذن 
n” "1 -‏ 

-١‏ لاوط ے ا و وطق 


im RZ 5. 99 نع‎ 1 


. imi, = ET 
و‎ + im, 


ت ا 8 0 
1 


عرین 2 
1) لدينا ,> رن > 0 . 





لنفرض آن ۷0 و 0< ,لا إذن و لت بل 4 0> 
۰ 7" 
و باتاي 0< ,و 0< ,نا : ۷۸1۷ 0 ۳ 


لدينا كذلك 


i. =۷ <0‏ ۷ = [ + کے ووا _ و + ولا ۰ 9 
۷+ ی +s‏ و2 ETT‏ ۳ ره 


. VnelN ,O0 <l, <Y, و هنه‎ 





1 ۷- ۷ 17+ ۷ . 
2 لا ...0 > فرع رر بر 
و منه (,۷) متحالية متناقصة, 


را و وا و2 ۳ 


+. : U, +n 
_ 0 2۲ <0 
نا‎ +۷, ‘H+, 


2 منه المتتالية (u,)‏ متزايدة, 
من جهة أخرى لدينا و > ,۷ > ل > ونه >0 إذن المتغالية (,۲) متناقصة و موی 


من الأدق بولة فهي متقاربة و اتکن 2۵ ,۷ وتا و للتالية (رة) متزايدة و 
محدودة من الأعلى ب ۱ 
0 
٠‏ () من رین اایان فان التهاتين م و 8 تحققان” ' 


,۷ فهي متقارية و لتکن ۰ظ< , .ويل ..إن 0و 


و - r)‏ 2 -ه اي (8-ع) - -(8+)2 او اه و منه یو 
آو اه ونا أن 0 و 0<ه فإن ا=ه. ۱ 


22 لال أن = ولا‎ (o) 


Vv, =.= 
9۷ +۷ 2 


” < 
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1 3 3 . 
is E RN r 


أ 


سس 


مه مو 


30 
. 
۹ 4 
+ 
و و 


e “A #۳۶ با‎ 
A TP ie زوس‎ 


° 2 


۰ s4 


۰ 1 
جم ب جد هه ب جهن ه و 


2 7 ۱ 


۹ 
1 


` 
"74 ۴۳۵۵+ 5 
: 05 
۹ 7 "3 ۰ 
: ْ 1 


۴ 8 07 “الام 3 
۴ 


۹ ٩۹ 







۰. i 


a 
۱۳۳ 6 


2-6 


1 
x. [8 


.و عند الرور إل الهاية مد به = ونوه .في ای تالا (,) و( 


تمارين -المتتاليات العددية. . : 
2 5 5 





متجاورتان و نمایتهما الشت رکة هي وله 


. تمرين 13 
1) يمكننا بسهولة » باستعمال برهان بالتراجع:؛ أن نبين أن 0< ره ,1 < ۷۶ . 
من جهة ایا ۱ 
و - ییا .وتو | بط + مد رو ره 
E‏ نا سبلا ف 
من زب - لا - ۷ ولا _ (- ت س( - u,‏ بر 
ی . | ui‏ 


2 


مه وج هد بر و منه 0+ au, , +b >a”‏ 


۵ 7ج 9 نزن 


ف اسهم سپ 


و 1 بل > ]من - بت all, , +a‏ 


سس > 


0 لدینا: 0< 26 را و غرم وه ويما أن 0< فإن ولا < ولا 9 


نفرطن آن: ا و و « آي Vn € IN", anv > an‏ .و لنبين 
صحتها من أحل الدرحة 1+ . بالفعل: 
مد !اك ہ إمك- مسقا ف_م__ة 


یوناب اوبرولا كأ بوردلا مول 
fe‏ 0< لا ,"۶610۷7 و ۵< بمرلا- رییولا فأن 0 < وبیرولا- بم ` 





= a+ 
ب‎ 


es ¬ n 


رذن ال (ربریه) هي متالية متزايدق. 


e‏ لدينا أيضا += ر و 
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موم یووم RO‏ و 




















تمارین -المتتالیات العندید. 
ددم يري س 
bb , b‏ 
ab‏ + 2 < 8 + < + 6 < لا 
a+‏ ولا 
ؤت + أو 0 
+ ی 
a‏ 
ab ۱‏ ,„ 
ما أن aT‏ فان 
b‏ و 1 ab‏ 
E ad a ab a‏ 7 
a +ab‏ .. ذه + *ه 
و b‏ ۱ 
<a+—‏ دوه 
a+ ab 5‏ 
ؤن + أو 
۰ أي ونه > ونه . 


نفرض أن الخاصية صحية حتى الدرجة « اي ۰ < وبوو۷ , ۷ ۷ و لین 
صحتها من أجل الدرجة 7+1 . بالفعل: 





8 
--52 1ك وبا يي 
1421 23 , 
و ےت دولاط _ 
2 “21 جورج كأ ريرج لأربرج لا ne11‏ 


ما آنه 0< لا , 6۷ ۷۵ و 0< مولا- وبیولا ق 0 < وبا يرول . 
و بالتالي السالية (بوبه) هي معالية متناقضة. 
اذن (,رت) و (بییوه) متجاورتین لان 


2-1 
|“ ,ا ا ی ء: ولا - مش > | = ane,‏ 
27-1 و 1 2 
3 0 چم هن ومنه 0 > (ميلة- ,برولة) تتا . و منه العالية (,م) 


متقاربة نحو النهاية / الي تحقق ذه د ! حيث 6< | و منه 


. ۵ | 4+ +ما | ۱ 
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۱ 


44 466446466466646 »6 6 و يي ثب ب > © 6© © © 46666 » > »و > :و وابيوهيجي هب > 66 ©66©©6666©66>6666©6 © 666 ©6696 66 © 66 ©6666 6 بيه وه 





تمارین -لمتتالیات العندية, 





رین 14 
۵) لدینا 2 < ," ,2 < ۷7 ومنه 


ا“ ,> - 310 


ملا + ربولا 


د | - 57 


(hooters) 


و من أجل أي ۷ نستنتج 


|= و + +٠٠»‏ وو مملا- ر + up|‏ 


- وس 5 إلا - ملل 


0-0 7 » 
۳ )...للك ود 


1 
لدینا 0ج 8 إذن 


احم ۱ 
3 
6 > )2[ = ,جح «راظ» «لا: لاع ,مب < ولا 


وبالتالي من أجل أي 0< ليكن ,8ع ,رن بحيث من أجل أي ۷[ مرم فإئه إا 





كان ,حم يكون لدينا ع > 6 


31+4/ =| حيث 2< | و منه 1=4. 
) لدینا 
E‏ 
iF + < 2 2‏ ۳ 
نبین آن العالية (,) لیست متتالية كوشي » أي 
114 


ورپ 


أي أن الحالية (,») هي متتلية كوشي فهي متقازبة 


و هايتها تحقق 


> ,ل- رولا ؛ ( 95 ) 


ee 


همجمج هوجو مهم ماو و 


۶ ۰ و ات .+« > 


. ) لذراضة التتالية: (,ه) باستعمال معيار كوشي » لنبين في الأول متراجحة تعلق 





6< |,ل:- لاأمزة < ورم < م): اثلء ورم 37,ازلء وولار0 < 336 2 
بالفعل: لناحذ بو من أجل أي 1۷« لناحذ 7م و q=n‏ رذن 
22927 و س ا و 
أي أن عای (,») ليست متالية كوشي و باتالي فهي مباعدة » وا نا 
متزايدة فإن + = ولا سلا . 


(c‏ )( لنبين أن المتتالية (u, a‏ جي بحالیة کوشي» »أي 
> نب و71 72 Vn, pëIN,‏ : ۷ > 8 8>0 


ووو ووو ام وو وو أو ه و هه ج ‏ 6 هج 6ه 6ه ٠‏ هه 














" إذا كان رسف فان 7 4 ل و ا 95 
E 1 1 .‏ ۳ 
جسن وو به سس Ug‏ ووو : 
(n+1)" (n+p)‏ . وم ظ 
ق E‏ و ق 3۳ ۰۳۴ 0 ۴۴ | ۱ 
i n n+l n+l n+2 A+p-1 n+p‏ 
۱ ا ظ 1 
“< سم سم عع 
n1 n+p n‏ 





> | وب إذا كان <1 آي زذا كان دم و منه يکفي 
سين < ,۸ . إذن المتعالية 0 متقاربة لأنها متتالية كوشي. ۱ 


)لیا و واگ 88 بان 52 ومنه 
ید اف کرک + موم رو - mp‏ ۳ 
إذن حسب السوال (1) المتتالية (منا) هي أيضا متتالية كوشي فهي متقاربة .. ١‏ ۱ 


بفرق حدين متتاليين ثم نعمم ذلك لفرق حدین کیفیین. لیکن 1« ۰ [ذن 
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ی 
۱ ۱ 
وووووؤووووووووووووومو ووو وووو ووووووو وج هي يي 6ه >>> >0 .2 
4 ۲3 


1 


بن حل ۲-2 لدينا رار = واا = ا أي آن العلاقة صحيحة من احل ۱ 


3 #2 نفرض آن العلاقة صحيحة من أحل أي ور لالا= راا . 
2 ۱ : 


3 
0 


- 





» ۳ اس ل 73 
بالتالي إذا كان 7 ء درن نان 
م لا > بيولا + بے ۰۰۰-4 E‏ ازب ,== یط 


اما ++ | ریم بي بيه اه : 








بر )سیب "اه 


ی( و لس( 


عان > فان 0< > و أي 


۷62 € IN :Yn,e IN هیده‎ [> 


ال من ال اي n =n, Ea‏ إذن ls‏ ۷ > 1 ,11 فإنه إذا 


كان : : يكون لدینا > اراس ات : 9 
0 . 


أي أن للتلية (ء) هي متايه کوشي نهن تقار و اها هي 
6- مه 





رين 15 
ل نستعلمل برهان بالتراحع 


116 ۱ Ia: 


2 


م وجوج 6 ووو وو ووو ووو و ووووو واووووووووووووووووووووووووووووووووو و5 





ص معيو 


لنبرهن آنها 0 ره 1+ 





لدينا من حهة 0= ا + ,ر31 أي = اا و منه 
LL 1 1 1‏ 
وولو <- ۳ i)‏ 5 رب 36 = رپ لارا 
١ 1‏ 
أي u)‏ ۴ ولا = پم )*( 


ومن جهة أخرى » لدينا 0 > ينها + 50 آي ۾ ,= ولا 


۱ و بالتعویض تصبح العلاقة )0 i‏ = عقاولا أي 2ز ہی)٤٤‏ = رپ لاو 


و غذا مغناه آن العلاقة التراجعية تبقی صحيحة من أجل (1+ 4). و بالتالي 
دارا = رار 2 vk‏ ۰ 
2) من أحل 0=« لدينا خسب العلاقة التراحعية 20 ولا+ ,3 و منه 


و 7 ۳ من أجل 1 « فان 20 ,+ ید3 و منه 


3 ۱ 
من أحل 7۱-2 فان 0= »+ 3u,‏ ونه ولا )4 و ول 


1 A : 22 

بن نهنا نستاج أله و ل+-)- به .VnelN,‏ 

يجب غلينا الآن أن نيرهن هذه العلاقة بالتراجع: بالفعل 

العلاقة صحيحة من أحل 0 < ۱ . نفرض آنها صححيحة من أحل العدد 11 أي 


)هر 


من جهة آحری لدینا" 0 < م14 + 3 و منه ,= پم ۰ 
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مج و وج و دوجوم و يي ااال 


+ ۷وروی + سدم ++ 
: 1 





تمارين -المتتاليات 


0 


لمهم ووو ووو ووو وو وو ووو ووو و هوجوو ووووووووومووووة 


يع سرد ی ی ا ا 
)2( لثبرهن آن > رب 2-۷ , 1< پر ۰ 


بالفعل : | 
۰ + 2 +2 + 2 - 2 کیت 22 ول - 2 ۳ 


2 + 2 + 


ni 
و تعویض ,لا بقيمته ضحد ں [ذ-)- ذم أي أن العلاقة تبقی صضحيحة من‎ 
, ۱۷ 6 1۷ , أجل (1+). و بالتالي ون )ره‎ 


3) من السوال السابق (-)- 2۰ ۷۶ و منه 
)۰ )+ )همه 
* [ 0 () )سب 


العبارة الموجودة بين الأقواس الكبيرة مثل بحموع رز 1+م حد أول لمتتالية 
شنل سية أساسها 3( .و منه 


]اف یس ی 
1 دي 21-3 -(م)ق , عا أن 0- اج )وا فان 


. lim 8, > اي‎ 


۱ ۱ 

گرین 16 

)0( لدينا : 2> 2 درن و 2 > 4آه - 2 + 2ل > وبا +2 سر » تفرض آن 
۶۵ ۷۶۷ ونبرهن أن 22> پر 

بالفعل لدينا : 2= 4> ,+2 - مم لتر vn e IN‏ 


vp e IN û, <2 وة‎ 


E 2-u 


. im, =2 i 3) 





Û) sasscess Vn >1, 2-an > لدينا‎ 
إذن‎ 


u, +2 








2-4 
>2 + لا بلاج ربا + 8 > وپیرلا - 2 + لا 


2. 


ہر ولا © 
أي أن المتنالية , م متزايدة و بما أنها محدودة من الأعلى (2 > (yn e IN’ ,t,‏ 0 


فهي متقارية و لتكن 21 «ل يهل . بالمرور إلى النهاية في (7) تمد 
e aa‏ 
آن ف “i ٠‏ ‌ 5 
وبا أن 2 6 ,ى فإن 2 و بالتای فان 2 تب 


سس سسسب ج ج ج د ا ا 
مسالة 3 


1 


2<0 مسا ای زرم لاس وات 2_2 





٠‏ 1( لنكن 1= ہے + 1= ری 
n=}‏ 
لنبين بالتراجع أنه : 3< ,< vn zl‏ 


لدینا 3= عبد نز 2 + لفرض 





11 أنها صحيحة ختى الدرجة « اي 53 5 و انين صحتها من أحل .n+1‏ 





موم ۱ 
ve‏ وتات مت وتو آو یزیر ری ری 


همم میم موی 





٠. 5 5 i 8‏ 
ينا درگ إذن 
E‏ گے گے 2ے 2ےا 
5 3 3 
ودكذه كبره 2ه كبر كبر كبا : 
5 ب 10 ب 3 


اي ان suas‏ .و منه 53 9 .Vnzl,‏ 
2) 6).» .ليكن +1 - (عار .0 > حش =( 0 م۷ ي اقابع ز 
« ليكن قاع (م(۰ا-(ماع اد 

د r= + 2(- e‏ 0ء ۵ 
وبا لمجم 
ف) اتکن (بن سب 


)°( إذا كان 7 عن 1+ 2 < 7 فان ا ود > ربوا ۰ 
۰ اذا كان ولا ك وله فننا؛ ٠‏ نبين كن بسهولة أن 050 متزايدة الاه : 


ی , ۷۰-2 آي التابع م "۳ 


ولا 5 5 ع لنفرض أن يبود“ كك رولة إذن ) بما أن 2 متزاید 3 g(t)‏ >( برچ ۰ 
اي مبرولا ک ورروند. و باالي تکون (,ره) متقاربة إذا كانت محدودة من الأعلى. 


© [ذا-کان وند< وی فَإننا نبيّن بسهولة أن (رر») متناقصة لاله : 

ولا 2 ول » لنفرض أن ay Zara‏ إذن » بما أن بي متزاید » 

)د(8 E‏ أي مرول < وييو/ . و بالالي تكون (يري) 20 إذا 
كانت عدو دة من الادن. 

() إن 9 كان زوحي أي 2/1 ع بر فان ( 8)42 = دن = 
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ووو معو مومهم هوه م و وموم ع عامم مم عاو مع هام ع ؤم عام عم 6 عام عع جنم هنوع جاتو ع وجوت وم وبجوم نه 0900000 


تمارين -المتتاليّات العدديّة. 





* إذا كان ولاك ,ل فإئنا نين بسهولة أن (ر,ررهه) مترايدة لآله : 
ولا گ ,نا » لنفرض آن وبرولا > ابم رذن »ما أن ع متزايد ) 


۱ (مبماع ک( )ع أي و2 ك ددا“ 3 بالتالي. تكو ۵ (,یرت) متقاربة |ذا 


كانت محدودة من الأعلى. ۱ 

© إذا كان رة< نر فا ین بسهولة أن (رررت) متناقصة له : 

ولاخ وا + لنغرض أن وررونة < رروينه إذن يما أن ج متزاید ؛ 

(دد) 8 < (ربروماع أي ومدولا 2 وموولا . و باالي تکون (یوت) متقاربة ذا 


. کانت محدودة من الأدن. 


3) 9 بالنّسبة للمتتاليّة المعرّفة سايقا لدينا +1 بت آي (س)گ = ن 


لدينا [ هدع تابع متزايد و 2 ولا > 21 ولا بالتالي المتتالية زمرين) متزايدة و 


' اها حدودة من الاعلی (3> رن > < , 1 ۷ ) فهي متقاربة» كذلك 


م وه < 3= رمه ااي از (,بیرون) متناقصة و عا آنها محدودة من الأدن 


oT 5‏ 
(3 > وکو ,۷"1 ) فهي متقاربة. 


٩‏ لتكن مولات ,لا > زيرزلات ,1 + 1= ر۷ ا ويا - ,”ا سنا . لدينا 
٣د‏ اد ne‏ قاع ر نستم على |د د دقل 
(f #0)‏ < با و ()< يا٠‏ إذن 1 حقق 0 ٣-٣-2‏ د دوا / 


و التالٰي 2= ا و منه ,1 < 2 < 2 


4) ليكن 0 < زذن بوحد ۷ N,‏ بحيث ( > 2- ,»|> n> N,‏ ) و 


يوحد أيضا ۷ ولد بحيث ( 2>6- ,| رل < «). لیکن 


N = max(2N, 2, +1)‏ و ليكن ×<" إذن: 
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©4> > ©6©>6>© © 6466666666 4666© © ©©6 664649469646666 > > © »6 > 6ج :6 هه 666646666664666 بو ووبووي و وو وو وواواو واوووووو 


ات سے س 





تمارين سا تال لمتتالتات العددية. 


> مه 


ومنه التتيجة . 


.> ومو هجوو وبهج ج666 © 6666666666666 460604696666466 و وو حملن اج جوا ما م۰۰۰۰ ۰ 


)=( إذا كان زوجي فإله يوجحد م بحيث 2 -7 و K<۷,‏ إذن 

ء >2 - ,| و منه 6 >(2- ,| لأن مقا يون ع و . 

(-) (ذا کان « فردي فاله بوحد ۶ بحیث 2+1 ۸-2 و ,۷ <۸ [ذن 

ء > 2 - ,| و منه 6 > 2 - ,نب لا ا = رررونة < ,۷ . و منه لدینا 

Vne Nn>N >u, -2| <6‏ أي أن المتتاليّة (,ب) متقاربة نحو 2. 
مسألة 2 


1 .من اجل کل 1۷« لدینا la, + anı > a,‏ ومن ثم نستنتج أن 


۷ <2 مها : 6۷ ۷۱ . 


3.الآن 4= Vne IN :a,‏ عدئذ نستطیع آن نبرهن بسهولة آن : 
1ہ..+1 nei, aie‏ 
وبالتالي فإن المتتالية ,(,») في هذه الحالة متقاربة نحو العدد له . 


4.). بسيظ جدا , 
ب.لاحظ أن : ”2ع > ”م > > م وبالتالي فإن المتتاليات المرافقة هي متتاليات 
متقاربة لأنها كلها ذوات حدود موجبة و متزايدة ومحدودة من الأعلى ب ۵ . 


5 بسيط جدا . 





ب. يمكن أن نعتبر.المتتالية 2= ,610۷۵ ۷ . 


2.لدينا فرضا أن 1- ,1۷,۵ 6 ۷ عندئذ یکون لدینا + 

لا + 1 - إلى ۱ ا 
آو عکن آن نبرهن بالتراجم : لیکن کر التابع الرافق ذه التتالية التراحعية العرف 
بالشکل ۶ +1 = () ,0 < ×۷ » التابع کر مستمر ومتزايد وضوحا إذن المثتالية 
می(,) رتية ؛ وحیث أن : 2 1ل +1 = نا > 1 < ون 


فإن المتتالية پیم(,ه) متزايدة . إذا كانت المتتالية متقاربة نحو عدد حقيقي 1 فإن 


© وو وووووووووووووووة©6)6 POO‏ 


وو ووه 4ه 444و ودودووواواواة زوين ناي و © 666 64> ٠‏ 





هذا العدد جحقق ۷( اي آن: 1-1<0- ]1 و هنه و ا , أو 
1-5 


0< = وله 
2 








إذن إذا تقاربت التتالية مي,(,ا) فإِها تتقارب نحو 1 . لبرهن آن :اک ,۷2,۳ . 
لدينا ,/ >1- ونه . نفرض أن الخاصية محققة حى الرتبة « . اذن : 


> (,!)ر ك (م دار ع- tı‏ > ,أ ك ,لا 
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تا یه سار الاك الماختة, 


تما بن سالمتتالیات العددیة. 


س سس ی تست بت سس سس 





2( استنتج نهأية المتتائيّة (,:,) ۰ 
۱ وس تج وس سس 
ظ رین 1 5 رین 5 
_ةكة iy‏ . ليك 7 مجالا ما من و ٣ر‏ تابما عدديا معرفا وسشرا علی 7. ار 


المتتالية ر( ,») المعرفة بالشكل: €1 ما و N۷, = f )u(‏ € ۷7 
أدرس تقارب المتتاليات التراجعية ,..(,/) في الحالات التالية: 
بد -1 زر [01] ع 22 2" +« +4ل. - )%(/ ]04[= 11 


3 سم ۱۳۲ 
© '1- م/ة سنا من أجل' 0<م . 








0 = | من أجل 0< و + ع :۰۵ (× e‏ -)ر 0,21] 4 +*-2/. -(ج)ثر ]0,2]- ه3 
| ۱ 3 
ْ . وی 0| = 61 )زر 1| = 517 
۱ 1 4( 21 ا lim‏ حیث آن. ء ثابت .. : (- )زر زنم] 3 2+( - («) و [ 
٠ ۳ , 2‏ که ناساس ی سس مس سل 
وا : : قو 
0 ۱ مس تست (,«) التالية' 
7 لعن ۵ میا ,| لتالیه : 
برهن آن لمنتالیتین التالیتین متقاربتان 


,+ ۱ 
0> ولاو ع سكت 
[.برهن آن هذه العالية متقارية واحسب هايتها . 
2.عبر عن حدود العالية مم(,) بدلالة 7 . 











١‏ مس ای قلط 


۳ مسبت + چ )و ام 


تمرين 7 
لنعتبر المتتالية الحقيقية التراجعية التالية : 
جع 2 ولا و 1- Vne IN,u, = u?‏ 





قرين 4 
i‏ لتقن المنتاية (.) المعرقة ب: 
ده من لجل 1 12 / ioe‏ - ء علما أن ع »0 . 


[.احسنب مر(,ن) » ممیزا حالئین حسب وضعية النقطة الابتدائية || بالنسبة إلى 
. الغدد. ۱ 
' 2.نفرض آن 1<إ| أدرش تقارب المتتالية میم(,) . 
3.نفرض أن [ > ام؛ عین في هذه الحالة قيمة العدد > حتى تكون المتتالية 
مو[ء::) متقاربة. ' 





۱ ) لصب بدلالة 7 ؛ جهن و بد أجل 
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غرین 8 


لیکن 6,6 عدادین حقیقیین موجبین؛ ولنعتبر المتتاليتين la‏ ,( 5 € 
التر اجعیتان التالیتان : 





1 .مثل بیان التابع الجددي ,بو =9 : حل للمعادلة « دوم 
والمترلجحة × <(×) ر 
2.برهن أن : ره < و۷ .۰ 
3.برهن أن المتتاليتين می(۵) يا EY‏ 
لتكن / هذه للنهاية. برهن أن : 
7 - م2 > 1- 59 جوز 
أحسب 2/ه بتقريب 10 . 
مسألة 
ليكن 4 > > >0 + ولنعتبر التابع ر المعرقٍ على المجال [0,3] بالشكل 
| . 8ب |01]: ] 
xua +f) =1 -×(‏ 
1.أدرس تغيرات التابع كر ء برهن أن [0,1] -[0]0,3ر . 
لیکن ]0,1 ع ؛ ولنعتبر المتتالية می(,) المعرفة تراجعیا بالشکل؛ 
2ح ال Vn e IN, ty = JÎ (un)‏ 
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جا حو جزل روي لا وو ی لادج 


3. .برهن أن جار = *ثرء له نقطتان ثابتتان وحيدتان هما ۵,0 . 


عو مؤت جز مل عاد اند عق ا 





تمارين -المتتاليات العدديّة, 

2خفرض آن 1> به برهن أن الضفر هو النقطة الثبتة الوحيدة نیع » وأنه 
من أجل كل: ]0,1[ 6 المتتالية. 7 ,) متناقصة ومتقاربة نحو الصفر . 
و a>]‏ برهن عندئذ آن التابع کر له نقطة ثابتة وحيدة 
0 و 6 : ونضع 4- 1ع '2 
3.نفرض أن .1<a<3‏ ) 


أحسب (0) ۵ ,(ه)* ۶‏ ماذاتشتتج ؟ | 
3ب نفرض آن ee‏ /4 2ه . أدرس تقارب المتتالية ۲ 
میب( )۰ 5 


3 اح فرط أن 3 * »© برهن أن : 


59 > 22" مر‎ 1 3.x e [0,a]: fax 7 


(E a] t^ عدف‎ 


. استنتج أنه إذا كان [ه,2]ع4 فن المتتالية ر( .رء) (على التوالي المتتالية' 
مج( بیو)) متزايدة (غلى التوالي متناقصة) ومتقاربة لحو © . 
3...أدرس تقارب المتتالية پی(:») عندما ]ه,مع» وعنما |لرماع» . 


و منه 0 a HN:‏ ول - ا هر لب mv,‏ . 
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8 ع 
۳ دیا * ۳ 


۱ یووم 
هوجو و وخ مج وم و م۵۵ ‌ اا 


1 ۱ 
8 


"و جه جد جا وا وده واج 


۱ ار 2۳ ۱۳۳۷۳9 


متس 


۱ 3 


و تس او 








3 السلاسل العدديّة 


13 عمومتات و متاهیم اولمة 

3 تعاریک(۱3) ) 

0 ۱ لتکن (a ) e‏ متتالبة عددية ۱ 

إن العبارة HU,‏ ولا + لا )0 . 
۲ تسمی سلسلة عددية و الأعداد 








SS 
تسمّی حدود السّلسلة » أمّا ,به فيسمى اللحدّ العام للسلسلة.‎ 
إن بجموع ال « حد أول للسّلسلة يسمّى المجموع الحزئي ,5 و يكتب‎ 
لا + لا < رول‎ +۰۰۰ + 
لنعتبر المجاميع امبحكية‎ 
5, =, 
ونا + لا رک‎ 
هيم هه اب که‎ ۱ 
. تسمى متعالية احامیع ابلحئية‎ )5,( 
فنا نبستیها‎ im $, =8 موجودة و منتهية اي‎ im إذا كانت مک‎ 
مجموع السّلسلة(1 ) وثقول إن هذه السّلسلة متقاربة نحو 5 وتكتب‎ 
. لا 2 <گ‎ ۱ 
220 


السلسلة(1 ) إنها متباعدة . ' 
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أما إذا كانت ممه - رى يمنا أو lim S,‏ غير موجودة» فإننا نقول .عن . 


3. السلاسل العددية. 

امعلة 

خ 1 +e‏ + 
1) لتكن السلسلة : < ۷ 

2 2 

۰ 1 1 1 
ن الحة ذه الساسلة يكت == لا ع 
إن ماه ا n(n +1) n n+l]‏ 4 
ومنه 1 ۰۰۰+ ها ها 2 رک 


لد[ ك-_1-4[:....)1)+[ 1-2 
7+1 7+1 ۲ 3 2 2 


۳ ب سل-] نا 
ان 1 5 ازج - .کج 


الملسلة جنه رك متقاربة نحو !١‏ ا 

el cils og Bo o ۱ 
ی‎ + 1 

2 لتكن المتلسلة : مار رس 


u - إما» |[ +۱ ها‎ 20 | - (r+) - لدينا‎ 
n n ۰ 1 


8 اس ۱ نت 
إذن )+1 +-+)142 +n‏ | < ,8 
ln 2-li 1+ ln 3 - ln 2 +--+ Inn +ln(r -1)+ ln( + 1)- Inn‏ = 
۱ (1+ )ما -(1 + )ها +1ها- > 
ومله ' ٠:‏ مب ع (1 +)ضا هنا > رک سنا 
إذن المتلسلة [ دا متباعدة . 
Rj #9‏ ۳ 

3 السلسلة ذات الحدود العقديّة: 
» نقول عن السلسلة Su,‏ ها عفدية إذا كاد الحدٌ العام هذه السلسلة 
.هو ,1+ ,0 ,لا حیث ,۵ وط حقيقية. 








ش 





۸ 





3. السّالاسل الفدديّة. 
إن احموع ابلزئي رک يكنب ٠‏ 
,4 ۰۰۰+ 6 رد 5 ۷" 
دج ات 5 ,8 مه 


ه نقول عن السّلسلة العقدية ,< لها متقاربة» إذا كانث 5-5 
السّلسلتين 5١6,‏ و ,8( 5» على التوالي الحزء,الحقيقي و ابزه شی 
للسلسلة العقدية» متقاربتين و لدينا 
) 4= .4 هنا و ed = 4+185 im, B,=B‏ 

و منه فإن دراسة السّلاسل العقديّة يعود إلى دراسة السّلاسل الحقيقية. إذن . 

( ,< متقاربة و بجموعها 4 و ,2,8 تقاربة و جموعها 8) © 2 . 
((,8 + م) ۶ متقاربة و مجنوعها 4+18 ) 

۱ E ملاحظة‎ 

( ,ك متباعدة أو ۳۵ متباعدة ) جه (( 15+ ,)ك متباعلة  .)‏ 

2.3 السلسلة الهندسية 


نسمي سلسلة هندسیة؛الساسلة ذات ال العام .. ,۷ حيث 
"2 را ,#1 9 ae IR‏ 
لندرس هذه السلسملة “24 . ا 
0 


aq” -" لدينا‎ 
9 


شك "يو +...+ وه + 0 د رق أو 29 صرق و 


ا ذا 
(*) إذا كان 1>|و| فان 0جيت”؟و ومنه 


٠‏ إذن السلسلة المندسية متباعدة. ا 
5 لع عد "و *(1-) - *و مع 1< ومنه © ١‏ ر 





3. السلاسل العددية. 
(*) عندما 1< او » لدينا حالتين : 


q>1 (0)‏ ج مهدجبجب ”و و منه 









سدجرة و . 


م2 - وز * 1 8 تفر 
1 + 2 - بر ام 

وعندما 0+ + و فإن (ممد جه ۶و وم ج 2۶پ -) [ذن "و ليست هلا 

ماية » ومنه ,5 ال غير موحودة و بالتالي السلسلة المندسية متباعدة. 

.Da=ata+at:. . عندما 2-1 فان السلسلة تکتب‎ )٩( 

و هنه ۵ رک © +2 رگ im‏ » اذن السلسلة امندسية متباعدة. 


)*( فا [- ي فان السلسلة تکتب 0-0-۰ 1(۵-) 2 . 
a0‏ 


لح رسج لبح احم m1‏ 


وت : 
ی ٤‏ 
072201 
ومنه yi‏ ذا غير موحودة وبالتالي السلسلة امندسية متباعدة. ۹ 
ملف ۴ 


إن السلسلة اهندسية تکون متقاربة عندما 1> |و| و تکون متباعدة 
عندما 1<او| . 
شرط لازم للتقارب ۰ 
لتکن السلسلة ,به 2 متقاربة و بجموعها هو 5 . 
عاآن بیک- رک رتاو کع رک صا فان 20 بح . ومنه 


۳-2 


[1 
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سل العددید. 


“نحو 0 عندما يوؤول م نحو م + . 
5 32 لتیجة(3ع) 


1 أشرط كان كي تكون السلسلة ,۶ ابا چو ا لابو امنا 
,العام جا را أ 
1 أمثلة ظ 


۱ 1) الساسلة 


یی 2۰ متقاربة » يلزم أن يؤول حدها العام ,بر . 








nr 
اب بو‎ . u, = sin لتكن السلسلة‎ 2 
لنفرض أن السلسلة هاور متقاربة » إذن يكون لدينا 7-0« هن‎ ۳ 
۰ lim و 0 - (1- )هه‎ in in(r+1)=0 1 و منه‎ 1 
lim (sin (r +1)=sin (n - 1)) =0 ٠ ٠ إلن:‎ ٤ 
sin (n +1)-sin (r -1)= 2sin cos: رز ډو لکن‎ 1 
إذن” دب لاش رو‎ ۱ 
cos" n+sin n =1 و من جهة أخرى لدينا‎ 1 
. أي 1= "و و مته 1د وتوم ونا‎ ۳ 
 ودحلو لا يمكن أن يؤول إلى 0 و 0ك في أن‎ ٠٥5۳ و هذا تناقض لان‎ 1 


1ل بالتالي 513 لا يمكن أن يؤول إلى 0 ومنه السلسلة 7 مه 9 متباعدة. 
: اعم 


ملاحظة 


بحيث حدها العام وول إلى 0 و هي متباعدة. 
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3. السلاسل العددية. 


س > 
مثال هام: السلسلة التوافقية 
لتكن السلسلة 2 ال تسمئ السلسلة التواققية. 
لنبرهن أن هذه السلسلة متباعدة رغم أن 0= . ج 
لدينا ا و 4 + يله سب 5 ا ۳۳۳ 
2n 27 2 2‏ 27 7+1 
لو كانت السلسلة متقاربة لكانت 5- ,3 يهنا » ومنه 5 - ررك ونا أيضاء 
إذن 0 -(,5 - ,رك) فصلا و هذا مستحيل لأن _ 0 
و بالتالي: ۰ 
1 السلسلة التوافقية متباعدة. 
معيار كوشي للعقارب 
حتی تکون السلسلة ,2۷ متقاربة » بلزم و يكني أن تحقق متنالية 
المخاميع الجزئية (,5) معيار كوشي. أي 
8< ار- رگا < ,610 ۱۵۷,۷۵ ۷۰ 1۷ ع م20 ,0 حع ۷ 


هه وب با یک - ,رک 


مغال 
إن السلسلة التوافقية 2 متباعدة لأنها لا تحقق معیار كوشي للتقارب. ۰ 
ام 
لأنه من أجل 6 لدينا 
ساو لر وت سس < |ر8 - - موکا . 
خاصية(33) 


| تج لس مک کک کی ی 
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3. السلاسل العددية. 





و في الحالة الى تکون فیها السلسلة رنه 2 متقاربة و مجموعها هو 3) 
فان السلسلة النابحة بحذف ال ۲ حد اول؛ متقاربة و جموعها هو _ 


رگ - گ . 
مغال 
ا 
نکن ([ + 2 
يو لا at‏ ,و 
k+1/ 4 n+1‏ بابح +2+6 , 
اذ < 7. 
n+1) 4 ۹‏ ۳ 
کان بامکاننا ایجاد هذه النتيجة مباشرة. 
7 5 
نعلم أن Derm e‏ 38 
تس ال ا 
کو = رک 
ا ا ا ا فا 
1 3 
۲ مه جح مه [ 2 رح و 2 ۰7 
9 4 ها 1 


اتکن ,یه( سلسلة متقاربة جموعها 6 . من احل کل 217« نضع 
يب لا + وب 14 2 پر - 5 < یک ۰ 

بسمی الباقي من الدرحة و للسلسلة پله 2 .و للینا . 
(ى - ,ى هنا تزه - .8 يسنا 


و منه الباقي من الدرحة لكل سلسلة متقاربة يؤول إلى 0 غندمنا 
يؤول 7 إلى 0ه +. 


3. السلاسل العددية. 
3.. عمليات على السلاسل 
(*) نسمي جداء السلسلة ,ناز8 بعدد حقيقي 2 :السلسلة ذات الحد العام 
Au,‏ 
(*) إذا كانت السلسلة ,»ك متقاربة و ججموعها 5 فإن السلسلة 
,بع ز8 تكون تتقاربة ومجمزعها هو 2.5 . 
: (*) إذا كانت السلسلة ,د90 متباعدة » و [ذا کان 0» فان السلسلة" 
یبا 5۳ تكون أيضا متباعدة .. 
و إذا كان 0 حممء فإن السلسلة 2 2 ۳ متقاربة ومجموعها 
هو ۵. َ 
(*) نسمي مجموع السلسلتين 50-5 ,۷ » السلسلة ذات الحد العام 
,۷ + لا . ۱ 
(*) [ذا کانت السلسلتان ,3:1 و ,27۷ متقارتین و بحموعیهما هما علی 
التوالي 8 و 7 فان السلضلة (,۷+ ,»)2 تکون متقاربة و بجموعها هو 
+ : ۱ ۱ 
9( [ذا کانت السلسلة ,با 2 متقاربة و السلسلة ,۷ 2 متباعدة فان 
| السلسلة (e, +v,)‏ تكون متباعدة. 
أما إذا كانت السلسلتان ,3:2 و ,90 متباعدتين فإن البلسلة | 
(::+ ,ب) '5 يكنها أن تكون متباعدة كما يمكنها أن تكون متقاربة. 


ملاحظة 
يمكن أن نبرهن بسهولة آن حموعة السلاسل التقاربة الزودة بالعملیتین السابقتین 
تشكل فضاء شعاعي هلي 2# , ' 
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وه- + - 


اس 
۰ 


تسس 


im TE um mı E mm e N E N mY E HE فك‎ 


۰ «سسصسدو جب نع سس تب ود + 


حقیقیان؛ فان السلسلة (,6۷ + ,ت) < تکون سلسلة متقاربة. 


مثال 
أثبت أن السلسلتين 3 اد با متقاربتان واحسب 
.الل ۱ 


(a)‏ السلسلة الأولى هي عبارة عن فرق لسلساتین هندسیتین أساسهما ِ و 


على التوالي» إذن فهي متقاربتين ومنه فان السلسلة العطاة متقاربة و مجموعها هو: 


1 3 1 13 1 1 وا 
1 2 و کے کے :. 
2 2 1 1 “رتك 27 3 یاس 
تعاس ج 

2 3 


(۶) السلسلة هي جداء السلسلة التقاربة ۳ بالعدد ا 5 إذن 


فهي متقاربة و جلو DN‏ 


كذلك السلسلة شاط هي جذاء السلسلة امتقارية a‏ ف ت 8 


إذن فهي متقاربة ر ویو 
۱ ۳ 20 


السنلسلة ف ا هي إذن متقاربة و 


8 5 ىج ۱ 6 . 5. 
2 2 12 +210 ر + — لجل ١‏ 
لودو از 
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3, السلاسل العددية. 





3. السلاسل ذات الحدود الموجمة 
شهريف (43) 9 ۰ 
۲ قول عن سلسلة ,۳ إنها ذات حدود موجبة إذا كان من أجل كل 
۷ 0< ,نس . 
دظریذزیء) 
ختی تکنون شلسلة 2 AS orale‏ 

1 تكون متنالية المجاميع الحزئية (S.J‏ محدودة من الأعلى. 
البرهان 
لنضم u,‏ 3= رك » لديا 

۱ 7 25 پبرگ ‏ (ببوة + رك 5 ببوكب0 2 (u,‏ 
إذن المتالية (Sn‏ متزايدة » وكي تکون هنه السالية متقاربة فيلزم ؤيكفي أن 
تکون مدوم مش 
ملاحظة 





. إذا کانت پر (.5) غیر مجدودة من الاعلی نان 2+0 ,گ سنا . ٠‏ 
. وهو التباعد الوجيد بالنسبة للسلاسل ذات الحدود الموجبة. 


3 السلاسل و E‏ 
نظزية كوشي التكاملية 


| لیکن و جنا مرق نز برا رماغ مط . 


n 


م 


3. السلاسل العددية. 


إن السلسلة +٠٠١‏ (0)ل +...+(2)/ +(0)/ -() 1ر2 » و التكامل 


سم( ] ) مما نفس الطبيعة. 
۱ ۱ 
ال هان 


لیکن کر تابعا عددیا موجبا و متناقصا علی ]ههب,0[ = 1. ۱ 
نعلم أنه قابل للمکاملة علی کل بحال محتوی في ۲ . نرید آن ندرس السلسلة ذات 


الحدود الموجبة ۱ 
f (n) +‏ +...+(2) کر +(۱) (n)=‏ 2 
بالاستعانة بالتكامل امعم ٣)‏ . 


ليكن ,5 المحموع اللحزئي من المرتبة م للسلسلة (”) ر2 . 
عا أن کر متناقص , فانه من أحل أي " ۸[ ع ۾ 
f (k)‏ > (ج) زر > (1+)ر جد 1+ > عد > با 
k+‏ +1 اد 
رنه freres j f(r < j (kJ‏ أي 
+ 
()ز = /(k+1)= j /(x)x‏ 
ا 
و يجمع هذه المتراجحات من أجل 1-. حتى 6-7 تحد 
8 
,5 ك عم | >(۶)۱ - یرگ 
1 
0 ذا کان مق( موود » نه یکو لدبا 
1 
و ۳ FÎ‏ 
f (e‏ > عفع)/ ]| > ()/ - ...5 


إن المتتالية (,ر,5) محدودة من الأعلى ومنه فإن السلسلة 7١/)5(‏ متقارية , ' 


لدينا 1+ > > و 


3. السللاسل العددیة. . 


س 


2 |ذا کانث ()/< متقاربة من أجل أي «<١‏ » نعثير 7 الحزء الصحیح 


لفل چ 
وه (Yes j EA‏ ا 
عا آن رک محدود من الأعلی » فان التکامل ۳ يكون أيضا محدود یل ؛ 
و منه 0[ موحود. زذن 
e]‏ / بتقارب] ج [()/ .2 متقاربة ]. 


٠‏ ينتج من هذا ) بعكس النقيض » التکافو التالی: 


مار[ متباعد ] چه [ (0)/ :7 متباعدة]. 
ال هام :سلسلة ريمان 
نسمي سلسلة زيمان ؛ ؛ السلسلة ذات الحدود الموجبة رز » حیث 1۲ ع 5 


شي برهن أن السلسلة م ,2 تكون متقاربة من أجل 1< ى رفن ماخ 


من أجل 5>21. 
۰ الل 


إذاكان 0>ى ء فإن السلسلة 2 تكون متباعدة لأن حدها العام لا يؤول إلى 


0 عندما معد ج . 


لندرس الآن السلسلة من أجل 0< ى. إن التابع د مو و مسان 
اب 59 


غلی ]هب0 . ۳ . 


0 ,لذا کان 1ج ی لدینا 


تست 


۲ ECT i 5۳ EZA . 3 RN 


a 


I. 


سس . 
ا و با 


لم 





س سس 
0 5 تک 


من أجل ,7 > © ؛ ما هي طبيعة السلسلة 


لے اناا ل العا اديه 


[ > ع > نقد م 1 1 هاج 5 2 
و 1 لك اليه E ٣‏ 


3-1 
إذن من أحل 1> 5 >0 فإن السلسلة تكون متباعدة » و من أحل ا زان 
السلسلة تكون متقاربة. 








۱ إذا كان 1[ =8 فان 0+ = =n‏ | ؛ اذن السلسلة متباعدة. 
1 


الخلاصة 
(-) إذا كان 51 ى فان سلسلة رعان < تکون متباعدة. 
ره 0 
(-) إذا كان 1< فإن سلسلة ربمان ۳ تكون متقاربة . 
: آج۸ 


مغال 





۱ 0 


الل 


۱ 1 ش - ئ 3 
ما دام التابع سس ا مسثسر و متناقص من ,11 3 IR,‏ » و حسب نظرية كرشي 








التكاملية ؛ ا 0 سمش من طبيعة التكامل | الذي هر متباعد؛ ومنه فإن 
1 


سر مباعدة. ٠‏ 


[ لس كر متباعد لائه من احل 1 < ع لدینا 
"۱ ۳ 


In(a + 1‏ = کی )+ = (+م)ما سنأ ١‏ 
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3. السلاسل العددية. 





2.2.3 مقارنة السلاسل ذات اطدود الوجبة 
نظرية المقارنة(63) 
لتكن ۷۰ و 37 سلسلتين ذات حدود موجبة بحیث 
وناك لا , ع و۷ 
(a‏ ذا كانت السلسلة Su,‏ متقازبة فإن السلسلة ,لا 9 تکون 
متقاربة أيضا . 
5) إذا كانت السلسلة ,ت < متباعدة فإن السلسلة Su,‏ تکون 
متباعدة أيضا . 


. البرهان 


(a‏ لیکن ,کو ,7 علی التوالي امحموع ابليزئي من الرتبة و« للسلساتین 
Dn‏ 2 


إذا کانت ,نار متقاربة و بجموعها هو 5 فانه من احل اي « یکون 5 > ,ک. 


و عاانه ,»> رید, 10۷ ۷۶ فان 
s8‏ رک ,> = 7 
أي 1,55 dû j x VEN:‏ ,2۷ متقاربة. 


) .باستعمال عكس النقيض نحصل على 
د بر متقارية )> ( بر متقارية )] جه [( رر متباعدة )>( ,»ر 


متباعدة )] 


میال. 


من أجل 1 ع ۵ ؛ ما هي طبيعة السلسلة در 3 
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3. السلاصل العددية, 





الل 
() إذا كان 1<ه فن لج » وما أن السلسلة التوافقية 7 متباعدةه 
n n‏ ?7 1 

فان السلسلة و متباعدة ایضا. 

۰ 0 7 9 

a" , ِ ۱ ۱ : 

(*) إذا كان 1> ۾ فإن السلسلة المندسية a"‏ متقاربة » وما أن «<a‏ 
فان السلسلة س معقاربة . 

eı 7‏ : 
نحيجة (73) ا 
لتكن ,50 و لک سلسلتين ذات حدود موجبة. إذا وجد عدادين 


حقیقیین 4 و ۵ میٹ «VnelIN,0<bs A <a‏ فإن 


السلسلتين 0 و ۷< مما نفس الطبيعة. 

البرهان 
لدiıا‏ _ ,۵۷ ک م5۷ ,۵۲ , 10۷ 6 ۷ ۱ 
إذا كانت السلسلة ,70 متقاربة فإن السلسلة ,»77 متقارية وبا أن ' 
,سه ك ,س فإن السلسلة رب < متقاربة . . 
إذا كانت السلسلة ,۳۷ متباعدة فإن السلسلة ,٠ك‏ متباعدة وما أن 
,اك ,لاق فإن السلسلة ١,‏ متباعدة .. 
و إذا علمنا طبيعة السلسلة ,< فإننا نعلم.طبيعة السلسلة ,۷ 2 . 
نحيجة (8.3) 

0 ,سک و ,8000 سلسلتين ذات حدود موجبة بحيث 

: - كد ونا : 


0-۹ بو‎ 
n 


3. السلاسل العددية. 





ه) إذا كانت السلسلة <١,‏ متقاربة فان السلسلة ,"2 تکون 
| متقاربة ایضا . 
| ) ذا کانت السلسلة ,۰ 2 متباعدة فان السلسلة ,2 تکون 
| متباعدة أيضا . 
البرهان 
بما أن 0= فان 


۷ 
8< << ۱۷2۸ 1۸۷ 0.3 <ع ۷ 
1 
7 


0 1 حم فإنه من أجل و( < ( بكون لدينا ١ع‏ أي ,> ,۷ و من نظرية 


المقارنة غصل على اليخة. ۱ 
نتيجة (93) 
لتکن ,2 و ,2۷ سلسلتين ذات حدود موجبة بحيث : 


Vn 
3p e IN, > لک > لت م م‎ 
۷, 


) |ذا کانت السَلسلة ,2.۷ متقاربة فان السّلسلة ,2۷ تکون 


متقاربة ایضا . 
8 [ذا کانت السَلسلة ,ه 2 متباعدة فان السلسلة ,»2 تکون 
متباعدة ایشا . 
البرهان 
ليكن دع ؛ من أجل. م < « لدینا .ادع يم ۰۱ إذن اع ے ہا 
و n‏ ان a1‏ ۷ 
4 ما Kk‏ ۱0 ۲3 
ومنه / ع لح ح...ح للح اال أي أن 2 ,۸ < ۷۲ . 
م۷ برلا an!‏ : 


۹ 


3 


: 


چ .= 
0 ۰ 


5 


هن سم کت بح ون وس 


تست 
۰ 


اع 


1 


د م 
۰ 


وت سس 


0 و وه‎ - ٩ 

E EF 
۰ 

mee 


hU 


ر 


لدا 0<, 3 > Sh‏ دل ۽ لنكن جل - را 
۴ ۱ 


3 السرصل اللع.- ي- . 


-) إذا كانت السلسلة ,3 متثاربة فإن السلسلة ,9۳۸۷ متقاربة و منه 
2 متقاربة. 


۰-) وباعذ عکس النقيض ل- ) غنصل على 5) . 


معال 
لتكن السلسلة 00 ذات مدرد مرجبة . نضع )سو 
©) إذا وجد 61۸۷ . ر ا<: بیث [,<# 0 >, 6] فإن السلسلة ,“ار 
6) .إذا وجد eIN‏ وه ر اک بيت ([وا< ۷ 0 <, 6] فان الستلسلة ,رنه 
متباعدة. 


الل 
۾)إذا وحد ۷ را<د کیت [,< 7 8,>0]» لنبین أن السّلسلة 


2 متقار بة. 


0 1 .ی ۱ 
لدینا 0 کر ىم E‏ اکن ره اذن o ry‏ 


ومنه ح س وان ھی لباه رمان ا حجت 6 نم 


متقاربة. وحسب اللتيجة3) ,2۸ متمارية. 


5) إذا وجد لابلاع راكد بحيث [< ۸" »0 <, 8]) لنبيّن أن الستلسلة 
2 متباعدة . 


۸۰ 


> ربولا 
(n ry‏ 
لد , ونا ان 21 ی سلسلة رعان ی 1 > گ فهي 
n n‏ 7 اجم 


~~ 


متباعدة. وحسب اتیب ,:( متباعدة. 


144 


فظرية(103) 


xe ۱‏ متقاربة و ما آن پیا(6 + )> پو فان السلسلة ,2 متقاربة. 


نتيجة(113) 





3. السلاضل العدديه, 





لتکن ,نار و ,2.۷ سلساتین ذات حدود موجبة بحيث 

0 خن السلسانین ,8( و ,9۷ ما نفس الطبيمة. 
البرهان ٠‏ 
لدينا ايا ۰ إذن من أجل أي ]0,۷ vee‏ بوحد 61۷ و« بحیث 
إذا كان < ۲ فان 8+ <l‏ >6 حلء أي ,ل(ع + > ,> ,ب(ع-. 


1( لیکن 2t,‏ سلسلة متقارنة ء إذن السلسلة ذات الحد العام للوجب 


2 لتکن ,نار سلسلة متباعدة ؛ إذن السلسلة ذات الحد العام الموحب 
elu,‏ .[ لدینا 0 <ء -1] فباعذة وعا أن ,< (I~ eu,‏ تساه 
,۷ 2 متباعدة. 


(ذا کانت م2 و ,ل< سلسلتین ذات حدود مزحبة » وکانت 
و ,4 » فان السلسلة ,2 و السلسلة 27 هما نفس 





الطبيغة . 

ن 
۰ . يا ۰ 2 
يكفي ملاحظة آن ور بل جه 1 وا ا م اق الي ت 
۳ 

مثال ۱ 
ادرس السلسلة ذات الحد العام ۱ 
i‏ ۱ 
٠ 145‏ 


0 3. السلاسل العددية. 








سپس ,نا حیث 4878 . 0 ذا كان 1<ج و محمد ي/ (بإمكانه أن يساوي 0 )» فان السلسلة 
|1" ر 4 ۳ ۱ 
اقل | رم متقارية. 
2) إذا كان 1ک و 10 (بإمکانه أن يساوي +٥‏ )» فإن السلسلة 
(*) إذا كان 0 >2 فان 0= u»,‏ ومنه السلسلة 2 متقارية نحو 0. ا 


0 إذا كان 1[ 2 فان 7 هنه السلسلة 00 متباعلة . اال ) و 


ل #زانها 
ليكن 7 ع و 8218 ؛ ادرمن طبيعة السلسلة ذات الحد العام: تاه ره 
إن هذه السلسلة تسمى سلسلة برطران. : 
الل 


ادر : إذن يوحد ]#ر,ل[ عه » و عا آن حم 


(*) إذا كان 1م > 0 فان 0-"2 يوناء و منه تخصل غلى 2-1 ورلا ؛ 


Her" 

إذن. السلسلة و السلسلة ”502 من نفس الطبيعة. يما أن "2,4 هي 
سلسلة هندسية أساسها ۰۸-1 فهي متقاربة و منه السلسلة 2۰ متقاربة. 
(*) نفرض الآن 2<1 ۰ ان 20 مه 9 و کذلك 0 جر و 4 لتكن 


8 
1" 


الطبيعة وعا أن اللسلة 


E ۹‏ مت به | ۳ شمان 
= ر۷ فإن 1 و ومنهالسلسلتین ,2۳ و ,2۳ س فان 0= روز 
1 


ر 3 هي سلسلة ثد سي أساسها 


أي > ,ها 9رد ود < ۸ , ۲۶ :۷ 020 <ع ۷ 
ا 5 a‏ ۱ 
1 > فهي متقاربة ومنه السلسلة هه < متقاربة. و منه يك > ولا یوم < 0:۷ رگ <۲۵ : 
وبما أن 1< فان السلسلة ٠ر‏ متقاربة و منه بل 2 متقاربة . 
3 قواعد التقارب العادية E‏ , 
٠‏ 2( 7>1> 0 : إذن يوجد ]رب[ عج » وما أن 0<ر-ج 


tarla" =e 7 قاعدة ران‎ 

إن قاعدة ريمان هي عبارة عن مقارنة سلسلة: ذات حدود موجبة بسلسلة ريمان. أي A‏ < ,نكم جرم < م سلا : 17 03n,‏ <۷۸۰ 

نظرية(12.3) و منه < ,ود و < ,۱۷۲ : 10۷ و09 < ۷۸4 
1 9 


لتكن ,ا سلسلة ذات حدود موجبة»و لنفرض أنه يوجحد ae IR‏ 


رعا أن 1>» > 0 فإن السلسلة 2 متباعدة و منه السلسلة ,يك متباعدة. 
حيث ۶ ,7۳۸ ۱1۳ ؛ إذنث: 
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4 مس 
ص —. 





3) ۶۶1 : إذن السلسلة الى نريد دراستها هي .السلسلة ذات الحد العام 
ê ۳‏ 
م اد 0 <6 » يمكن تطبيق 0 » لأن 

nu, = tim (nn) = +0‏ سنا . 
أي . 4 < 111 و1 < 19 , ۷۸ : 12۷ HSU,‏ 
و منه. گد لا و7 < 1 , Vn‏ :الا و02 < كلا 2 
وما أن 4 سلسلة متباعدة فان 1 تکون متباعدة. 
(). ۳ 0 فانه لاعکن تطبیق قاعدة رعان» في هذه الحالة ليكن التابع 
0 ؛ الذ حب و متنا امال حيث 6<1. 
0 مس + الذي هو موحب و متناتص علی افحال آهبرط 


لندرس التكامل ‏ ؛ك کر 00 
(-) إذا کان 1- م :لديا 
ما مزب 


ومنه ۱ 
۰ [ذا کان 1- > : فإن التكامل (7) موجود ومنه السلسلة ,“ارم م 
٠‏ إذا كان 1- <8 : فإن التكامل (7) غير موجود ومنه السلسلة ث2 
متباعدة. ۰ 
(-) إذا كان 1- = : فإن 

۶۵(- | a 
.إذن التكامل )0 ور موود ومنه السلسلة پا 2 متباعدة.‎ 
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السلسلة 2 متباعدة رغم أنه 
nz)‏ 1 


قاعدة كوشي 
ف هذه القاعدة نقارن السلسلة ,با" 2 ذات الحدود الموجبة بالسلسلة الهندسية. 
توطئة (13.3) ۱ 
۵) |ذا وحد 61۷ ,5 و ke]‏ یٿ (> u,‏ > ,«<ماء 
فان السلسلة پا 2 متقاربة, ۰ 
8) [ذا وحد 61۷ 7 حیث (1< ٩»,‏ < 9 فان السلسلة 
بر متباعدة. 
البرهان ٠‏ 
لشکن ,۳( سلسلة ذات حنود موجبة » وكشکن التالية (,) . ۰ 
1) لنفرض أن العالية (,/4) محدودة من الاعلی ب 1> ۰ إذن : 
(> رها > > بل , ۷917۷ 
ومنه » بما أن السلسلة ”904 متقاربة (سلسلة هندسية آساسها 1> ۲ فان 
السلسلة نا 2 متقاربة حسب نظرية القارنة. 
2) لنفرض أن التالية (,/4) محدودة من الأدن ب- 1 »ذن : 
u, <1‏ 1= ,له , 17 ۷ 
ومنه السلسلة ,2 متباعدة لأن حدها العام لا يؤول إلى ۵ عندما ممب چپ . 
ملاحظة ۵ ۱ 
للتأكد من أن السلسلة رب متقاربة لا يكفي إثبات أنه من أحل ,<« » 
٩, >1‏ فقط. 


مخال 


1۱ 
1 5-00 <1 
۳ 
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3. السلاسل العددية. 





نظرية(143) كو دشني 
لتكن ,»ر2 سلسلة ذات حدود موجبة » إذا كانت با هال 
موجحودة و تساوي ۸ فإنه:. 
©) إذا كان 2>1» تكون السلسلة تر متقارية. 


اذا کان 1ج تکون السلسلة ين متباعدة 
م Ash o‏ اا وس بوه کی 


البرهان ياف .» 


ما آن ۰ 22 ,له هنا » فإنه 
jn‏ يان 
©) إذا كان 4>1» نختار م بحيث 1>م +2 - / و هنه 
۱ (1> دوج > ,سود ,«ذم). 
و حسب التوطة تکون السلسلة ,نت 2 متقاربة. 
ذ) إذا كان 2<1 », نختار م بحیث 1حی- ‏ و منه " 
(n> n, > u, > 4-8 >1)‏ . 
و دائلما حسب التوطئة تكون السلسلة ,ا( متباعدة. 
ملاحظة ‏ ۱ ۱ 
إذا کان ۰-1 فا نقول لدینا حالة شلكَء'وفي هذه الحالة لاايمكن الحكم. 
لکن حسب اقوطنة برفع الشّك في الحالة الي تؤول فبها رمال نمو 1 بقيم أكبر 


من [ لاله یصبح 1 حاد من الادن للمتالية سا 6 والسلسنلة ,2۷ تكون ' 
متباعدة. < 


مئال 


لیکن :جع ۰۵ ادرس المتلسلة ذات الحدّ العام (+م)- ۳۹ 
1 


۱۹60 


عا أن ,3000 متقاربة فان السّلسلة ,یه( متقاربة ایضا. / 





3. السلاسل العددية. 
الل 
لدينا م- ده هن > ,هن » ومنه. 


)0( إذا کان 1> ۾ فإن السلسلة )3 26 تكون متقارية: 

(*) إذا كان 4<1 فإن السّلسلة )4+2( تکون متباعدة. 

(*) إذا .کان 1= ؛ نحصل علئ 1< :1= a,‏ 

ادن الساه( مب محدودة من الادق ب1 ومنه السلسلة Su‏ متباعدة. 
قاعدة دالبیر 

في هذه القاعدة آیضا نقارن السلسلة ,9 ذات الحدود الموجبة بالسلسلة 

المندسية. 

توطئة(153) ` 


) إذا وحد 61۷ و« و ke bp;‏ بحیث زع و رده ] 


فإن السلسلة سر متقاربة. 


) إذا وحد n, «IN‏ بیش ازج سک ود (n>‏ فإن 


السلسلة ,ناا متباعدة. ' 


البرهان 
0) لتکن ۷,2 ۰ ا آن 1> 0>۴ » فإن السلسلة ,90 متقاربة. 


: امسا ای ع و ا 
من جحهة أخرى 3 ١‏ ؛ إذن ع و هبي 1 
A ۵‏ ل 


. إل 3. السلاصل العددية, 


3 0 إذا کان )< د 2 » إذن پا 2 ا ومنه 8 ,ب) متتاليّة أعداد 


3 ) حقيقيّة موجبة متزايدة و منه 0 jim‏ و باقالي السلسلة درز ناس ان 
2 حتها العام لا بؤول إلى 0 با ++ . 
۱ " ملاحظة 
قاد من أ اه Yu,‏ وی اد او 


1 11> ا فقط. 


مال 
السلسلة 2 متباعدة رغم أنه من أجل * ۸[ € 7 
وی . ' 


| فظوية(163) | 
232020 [ألتكن ,“7 سلسلةٍ ذات حدود موحبة . 
أ * إاكانت i‏ موجودة و تساوي 2 فإله: 


7 * || ) إذا كان 1>» تكون السلسلة ,ند متقاربة. 
9 ۵ + | ) إذا كان اق السلسلة ,»< متباعدة. 
ا البرهان 


بما أن - ل بر » فائه 


3n, € IN: n2n, = 1-a < hre‏ , 0 حوبا 


ا 6) ذا کان 1 تار ۶ بحيث 41م جار < ۸ و منه 


1 


3. السّلاسل العدديّة. 





(1>= بے د م 
۷" 


و حسب او طنة تکون السلسلة 2۰ متقاربة. 
|ذا کان 1 < ۰2۸ نختار م بحيث 1 < ع - ,۸ "و هنه 


اج مساح لك د رودم ). 
و دائما حسب الوطة تكون السلسلة Fi,‏ متباعدة. 

ملاحظة ۵ 

كما هو الان بالنسبة لقاعدة كوشي » إذا كان 1 » نسبّي هذه الحالة بحالة 
شك؛ و عندها لايمكن الحكم عن ثباعد أو تقارب السلسلة ,22 . 

لكن حسب القوطئة يرفع الشّك في الحالة الي توول فیها خنع نحو 1 بقيم كر 


من 1 لگگه يصبح 1 حاد ادن للمتتالية اك ومنه ,هه < تکون متباعدة. 


مدال 
ادوس ا لةه : x",xe IR,‏ د ايع 
7+1) . مده 
۳ ۱ 
لدینا 3 بت و اك lim‏ 
nme +2‏ 


(*) إذا كان x>‏ أي 2>1 فان السلسلة ین < تكون متقاربة. 

(*) إذا كان د أي 2<1 فان السلسلة ,نارق تكون متباعدة. 

)*( إذا كان د أي 1 -2 فإنئها حالة شك. قفي هذه الحالة أي در 
لتكن = » إذن 








3. السلاسل العددلتم ۱ 


| گت بط 
1+ | 2۵+ 3۱ ۷ 


4+ ذه _(2 + مام (اجمال +30 1 „ 
3(n+ 2n 41) ` 0‏ (1 + )(2 + 3 


۷ 2 
۹ ۷ اب ی ال 
n ۰‏ 
وما أن السلسلاً ۴ ولا 


3 








؟ متباعدة و أن. 


۱ 1 
تكوك متاعده عندما -- 2 . 
فالسلسلة Xu,‏ ۱ 3 ۳ 
المقارنة بينا 1 ة كوشي و قاعدة دلبیر 
توطئة(17.3) 
د 2 
سکن 2 ذات حدود موجبة ؛ إذا كانت ۳ 
۳ ا 2 
وتا زا ۷۴ lim!‏ تکون موجودة ایضا و 
ا ایا سس 
i e, = En i‏ ۱ 
البرهان 
نکن و 0 8 » إذن 
ع +8 هب eIN:nz n, => Ass‏ م2 ,0 <۷۵ 
با ۳ 
ب ا 
fu, -4|‏ ج Vs> 0,3n, eN:nën‏ 
0 إذا ان ۰( 7 عکن آن نکب 
د > لش کو د 





" 


۷ 
+ > نك يع م 
A+‏ 


n, +q-1 
رمه( +) > کک "إمسة) أي (هجق) هک پم ك "6 -1) نا‎ 
n 


و بأخذ الجذر من الدّرحة ي + ر" للحدود الثلاثة نجد 

وج ۱رد رن ارو )...00 . 
لنضع مس حر » ما أن ,وس4 ونا و 1- 841" نا يصق 
فان ۸۱ مهاه ای im‏ »أي ۱ 
۱ > | همال نج < :61۷ ,0,239 <ع۷ 
و جنه من أحل 9 ۾ لدینا ۱ 


ود Moses u)‏ 
(*) بطريقة مائلة نحذ : من احل 0 <ع بوحد 17 ري بحیث [ذا کان بو < 9 
فان ۱ 
PFs u, (+ 2) < 4+ = A+ 286‏ 


max(4,,4) Ka‏ < وچ من أجل م < 6 باعتبار )2 (77(۰)07) فان" 
نا >( )۳۳۳۹ (u,‏ 4-285 


عبج < ۳۳٩‏ ی ج) ۳۳۵ )> 
و منه ع۸|>2- | رو < و 
وهذا هو الطلوب. 


ملاحظة 1 
هذه التوطئة تساعدنا في بعض الحالات من حساب lim fu,‏ > ,۷ هنز ۰ 


1۹۹ 


ال 


ا 


١ 
۹ 


سے هي ع 

0 

— 
۹ 


5 
3 


01 


1 
! | 
۰ 

۱ 

3 


J: 


3. السلاسل العدديه. 





مثال 
2 
. لنديس المتتاليّة ذات الحد العام .: ا =۷ 
الل ٠‏ 
لکن n)‏ لد 
5 ج ر ينا 
1 + س 


u, On+20n+3). ™" 4,‏ 
إذن a=‏ . 
+ ملاحظة 2 
إذا كانت قاعدة دلي تعطي حالة شلت »فان قاعدة كوشى تعطي آیضا حالة 
شكَ. وإذا كانت قاعدة كوشي تعطي حالة شك فتكون معنا حالتين؛ 


(مّا آن تکون = و وامّا آن تکون ون غير موجودة.ففي هذه . 


٠‏ الخالة الأخيرة»يمكن في بعض الأحيان أن نحكم باستعمال قاغدة كوشي. 


مثال 


(a, = r4] fsin mq <” <1)‏ رغم أن دوق غير موجودة. 

خاسّية (18.3) | 
۱ لتکن (به) متتاليّة ذات حدود موجبة . 

۰ إذا كانت نع و پمال توول على القوالي نحو 1 و فَإن ۰1 
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ليكن 2 بحوث ۳1 ۰ ان السلسلة لد [sin‏ ",2 متقاربة. لأنه ۰ 


3. السلاسل العددية. 


البرهان و ها 
لیکن ,17 66 لنطبق قاعدة كوشي و دلبیر علی السَلسلة ذات اد العام 
",لات رم ۳ ۳ qr, =u, a‏ و ا ے ا 
و العبارتين تؤول نحو ها و ۸۵ عندما مهد ج و . 
إذا كان /ع'/ » لنأحذ © بين : و ومنه واحدة من النهایتن عا و ۲۵ 
تكون أكبر من 1 والثائيّة آقل من 1. و منه السلسلة ذات امد العام ر« تكون 
متقاربة حسب إخدى القاعدتين و متباعدة حسب القاعدة الا وهذا 
تأقض.إذن دم ٠ ٠‏ 

(Regle de Raabe et Duhamel) Jlalkg y قاعدة راب‎ 
توطئة(193)‎ 

|| لتكن ,بلا سلسلة ذات حدود موجبة. 


۵) [ذا وحد 61۷ و« و 6<1 بحيث 


تب = )ف السلسلة ,٠ل‏ متقاربة. 
8) إذا وعد n, € N‏ یٹ )1“( - رده و 
السلسلة ,ا( متباعدة. 

البرهان 


(a‏ ليكن ى بحیت > ى >1 » فان السَلسلة ,2۷ المعرّفة ب کل 


n 
متقار بة,لدینا؛‎ 


4 3 
کک (3+)- ل‎ 
۷ n n n 77 


n+ 


IIT e Meee vee چا‎ 5 


چیه جم وصميت يب + - 





3. السلاصل العددية. 


2 _: 
e‏ ۰ .0 ,6 * 1 
حیث ,2 +« هو تابع ل " بحيث 0 + وه بوخد 6 , 


عيث [ ذ- + > حك د رمدم )ء إفذائئن اخل <7 فإن . > بو ذا | 


أحذنا ( تهج و إذا كان n> p‏ فا :1 اک 
n1‏ 


و منه چگ وکود وباقالي اعد > لسك و مما أن 2 
سلا 7 1 جورلا م۷ # ۱ 


متقاربة فإن رنه متقاربة . 


6) إذا كان من أحل 1< 7 ) ا فان | 


+ 


26 لا n n‏ رب 
بأخذ = فان لعج اع وبا أن السّلسلة ,500 متباعدة فان 
السّلسلة ,»< متباعدة أيضا. 


نظرية(203) 
لتکن ,2 سلسلة ذات حدود موجبة, 
إذا كانت | سكت اه موحوافة و عسازق ۸ فائه: 
: وبا وف 
©) إذا كان 1< ۸2 تکون السَلسلة ۵ ۶ متقاربة. 
) |ذا کان "1 > 2 تکون السلسلة نا < متباعدة, 
البرهان 
إذا كانت -[ :حك سنا فإنه 
ابا 


Ve>0 2 N: nen, ۸-6 > (6 


ابم لا 


3. السّلاسل العددية. 


2) إذا كان 1< 24 نختار مم بحيث 1< م-1 - و هنه 


. 


التوطئة. 





5) إذا كان 2>1» نختار م بحيث 1 +4 و مته 


(r2 5-1) <4 +<) 
1. 5 


معیار آبال للتقارب 


حتّی تکون سلسنة عددية <٠»,‏ متقاربة » يكفي أن. توجد متتاليتين 
/ 1 240 


من(:۶) د می(:0) بحيث: 


( يوحد عدد0 <4 میٹ (م < ۷) فان )4ء 


)0( ,نرم - يه 


و السلسلة برنة 2 تکون متباعدة حسب الوطة. 


)0) السلسلة العددية 5 6 , ۷ متقاربة 
n20‏ 


im 8,=0 60 


1 هان 


بتزتيب 


هذه العبازة بالقببة ل و 


e‏ ۳ اد 


٠‏ إا وضعنا = 7 فتحصل على ی 
له 3 ا 


+ م و 





مرو ۱ 





ا 








2n,‏ و السلسلة >u,‏ تكون متقاربة حسب 





+ 
bap 


2۷ ,۷ و هنه 


- ]ره ۳ 


¬ خخ 


3 


دجون 


و( ES‏ وتاج نب كب 


۱ 


لل صما عي "ات 2 به + 


> ak ۳ من‎ 5-95 


و من الشرط 5) بحد 


اس عم 


وما أن 0 ره lim‏ فاله 





شر 


اا = < :1۸۷ ع (ع) ,0,20 <ع ۷ 
و عا آن السَلسلة .© -, 26 متقاربة فهي تحقق معیار كوشي أي 
20م 
١ - ۱‏ 
کارر-عا دم <م <و: 1۸۷ ع(ع) 0,2 <ع۷ 
ap 34‏ 
لنأحذ ((6) ير (ع) ,»)هه ع (ع)و 
إذن من أحل < م < ۾ فان 
مگ ار کت )> ا 
17 0 34 رک 
(ذن السَلسلة ,نم تحقق معيار كوشي للتقارب » فهي متقاربة. 
مثال 








int :‏ 
إن السلسلة سب رز متقاربة إذا و فقط إذا كان 267 /. 
7 ادم 


الل 


۱ ۱ 
(*) إذا كان 2/6 -, › لے و و منه السلسلة درک متباعدة. 
1 


7 احم 


(*) لنفرض الآن 217 ۱ . لطبّق معیار آبال بانحذ درم و "وت ۷ 


« اما‎ . ٠. 
واضح أن 0-,5 سنا و آن ور دس . و عاآن‎ 
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وم سر صنی انعددیه, 





ا n+1‏ 2 > أ مع 
فإ زپ سلسلة منقارية إذن |ير6- عق سلسلة متقارية. 


۰ ا‎ 
np 


بوضع ۾ = “م نحصل على at‏ - - يالا عىء إذن 


مدا مم 
PET 3a =a -‏ أي 
inp =p‏ 


۰۱وی -1 ی ۴ ی - a‏ 


یقی [ثبات أنه يوحد 0< ۸4 لا يتعلق بن رر د <A‏ 





1-a‏ ۳۳ 1-6 =0 )و هله 
اام _ (اممحواني ‏ [) ام 
۷ 
r 11-0090 - ۳‏ ۵ سم 





n ST سا‎ 1۳7 
.) in rion |= sin + oe" =1 ان‎ ) 


ی ۳ 1 
و منه يكفي أذ > 
ج" 





- 1 ى mt‏ 
إذن كل شروط معيار آبال محققة » و بالثالي فإنّ السّلسلة ج52 متقاربة إذا و 


فقط إذا كان 2 ). 
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جسب ۰ 


:ده ١‏ رت 


.. السّلاسل العددئّة. 





3. السّلاسل ذات الحدود الكيفية . 


3 السلاسل المتناوبة 
معريف(21.3) 


نسمي سلسلة متناوية كل سلسلة 00 ا 5 
كتابتها على الشكل 


مغال 


. ۵ 20 بلا حیث‎ = (-1)"a, 


أخذ كمثال المتلسلة التوافقيّة المتناوبة E‏ 
خلریة(223) (ایبنیتز ) 

لتکن پا < سلسلة متناوبة. إذا كان 

VA, | ک‎ |u| lim, > 0 

فان ا 
لبرهان 
منطبق معيار آبال (لعق4) لدينا فرضا 2 به" (1-) = 1 › 0< ,2 . 
ضع ,م تيع و *(1-) - ,لا . واضح أن 6,۷ = ,لا و 

im im #,= lim ju,| = 0‏ 
كذلك اک . و في الأخير لنترس الستلسلة ارچ - Dler‏ . لدینا 
ای - ای > | ربمت - |2۳ < |رچه - 2 

يكن ,3 المصموع الحرئى من الرّتبة 7 للّلسلة 1 ع. دا 





۰ 1 : 
لدینا << |۳۰ و منه السلسلة |2 متقارية و با 





3. السلاسل العددية. 





د" - امم م۳ - | +( - ا "= , 


وما أن 0- ,سر فان 0- -|,۱۱۲ لت التاب. * ا Pl‏ 


متقاربة. و منه کل شروط معیار آبال محمّقة السات ر متقارية , 
هنال 


لتكن له تاه مارد ل ج سی !دلب 


وهي متا مقالصة اي |, گنل و 0 وه 


۰ أن حسب النظريّة 
المتابقة ؛ المتلسلة سا منقاربة . 
ام 
۵ 3..السلاسل المتقاربة هه اقا أرب شرطيا 


تهریف (23.3) 


۱ نقول عن الستلسلة 0 ذات ادود الكيفيِة ۱-:.::2 أو عقدية  )‏ لها 





1 
ر ۰ ۰۰" 
n‏ الاي 


تغريف (243) 
۱ نقول عن السلسلة ,2 ذات الحدود ال,ن:ة رخ و2 آو عقدية ) ع إنها 
متقاربة شرطيًا إذا كانت متقاربة دون أن تبقارم ٠-'انما.‏ 
3 ۱ 


لتكن السلسلة ذات الحة بر ,11 , 0 حق ال قث 
7 2 


1 أي أن المتلسلة ,"5 متقار ئة .0:02 - 1 


مناه ریمان المتناوبة ۰ 


5 و متباعدة إذا كان 35 


س 
~~ 
۰ 


3. السلاسل العددية. 


لندرس نقارب السلسلة ,»ر2 في الحالة asl‏ باستعمال نظريّة لایبنیتز لان 
ما رلا هي سلسلة متناوبة . 


لیا 9ج و و ےا سس =| ؛ إذن الستلسلة ,ت ر2 متقاربة 
ییا ی شرطیا . 
نظرية (وعع) ` 

| كل سلسلة متقارية مطلقا هي سلسلة متقإربة . 
النرهان | ۱ 
لتكن ٠»,‏ سلسلة متقاربة مطلقا » من التعريف » فان |,»| ك تكون متقاربة . 
و تطیین معیار كوشي للنقارب یعطینا ۱ 

Ve> 0,3n, EIN: p> q> n, > رب‎ > 
اودر‎ 


اذن السلسلة ,2 متقاربة حسب معيار كوشي للتقارب. 


و منه إذا كان ړم < 4< م فان > | رب 5 
۰ إججدط 





ملاحظة 
إن عكس هذه النظرية غير صحيح في ا حالة العامة. ‏ ؛ 
. مغال 
"(1- ۳ 1 
غلم أن السلسلة “للح :9 متقارية و لكنها ليست متقاربة معطلا لاه = 
/ قاعدة كوشي للتقارب المطلق 


لفن ك ۱ موحودة 
و تساوي 2 فإنه: 


n 


=1 





3 سول العددية. 


| ») زذا کان يار تكون السلسلة با متقاربة مطلقا. 
.6 إذا كان 1< » تكلون السلسلة 2 متباعذة. 
البرهان : 


©) إذا كان .2>1 4 نه حسب قاعدة كوشي قارب تکون السلسلة ار 
متقارية.: 


8) إذا كان '4<1» يوحذ لالع ,د بحيث [1< |, 55 


إذن (د<ا < (nan‏ » و هنه ۶0 من و السلسلة نها 2 متباعدة . 


قاعدة دلبير للتقارب المطلق 
نظرية(26.3) ٠‏ 


6 سلسلة ذات حدود كيفية»إذا كانت اس موجوده 


وي ۸ فانه: 
©) إذا كان 2>1», تكون السلسلة ۱ u‏ متقاربة مطلقا. 
e‏ إذا کان 4<1» تكون.السلسلة. Sw,‏ متباعدة. 
البرهان " ٠‏ ۰ 
©) إذا كان 4<1 إن نحسب قاغدة لير للقارب تكون السلسلة || ر 
متقاربة. ۱ ۱ 
6) [ذا کان ۸<1» یود 177 ع وم بحیث . 


ا ا 
إذن , (|,۳< ]یب هد مج<م) : و منه (|,س) متالية أعداد موجبة متزايدة و 
بالتالي #0 lim ju,|‏ اي #0 lim u,‏ و منه السلسلة 9 متباعدة. 


ی * 





إذا کانت | و لكا تول بل 1 تم ار من ۱ فإن السلسلة ملار2 . 
تكون متباعدة. 
مثال 


2n 
1 م‎ 
۱ + [ 





اب حیث 1 ع ۲ . 


یه [ )۱۳ 
٠‏ إذا كان > |:| فان لسلسلة ,ی متقاربة مطلقا. 
٠‏ إذا كان < د فإن السلسلة ,2# متباعدة. 


ه إذا كان لین |ر لا تؤول. إلى 0 و منه السلسلة ,38 متباعدة من 





أجل د 
خصائص السلاسل التقاربة مطلقا 
خاصية (27.3) 
إذا كانت السلسلة ,یه 2 متقاربة مطلقا » فإن |٠|‏ ر2 ك 





البو هانا 


عا أن السلسلة ,یه( متقاربة مطلقا فان السلسلتين |,|(2 و من 2 متقاربتان. 


لیکن .5 و 7 بجموعيهما و ,5 ؛ ,7 مجموعيهما الجزئيين على التوالي. 


لدینا ,3 = 7 ومنه 
1-0 


3. السلاصل العددية, 











5 ,5 | رم ( > ] 


إذن 5 > ار[ » و بالتای 5 


۳ اي‎ =| i, 7 








خاصية (283) 


إذا كانت 2.۷ سلسلة قات حدوة هو جبة) * ر دمن الاعلی 
السلسلة "2 أي 
n, >, > | 5 »,)‏ 7 
فان السلسلة با متقاربة مطلقاء ٠‏ 
البرهان 


(3n, :Vn,n> n2.) 5 فرضا لدينا زيم‎ 


. إن السلسلة ||( .ذات حدود موجبة؛ فهي متقاربة ...ب نظرية القارنة 


مغال 





. لنبرهن أن المبلسلة 0 متقاربة بالإطلاق.. 


7 


sin 1‏ : 1 
بیدا جک = | و بما أن اا جر ۰.. ».2 ریمان حيث 


) تم فاه NUE o‏ ۹ مب 
2<1 ده فهي متقارية؛ سا 35 فر ` ١‏ :1 


خاصية (293) 
إن السلسلة (;+ ,)< تكون متقاربة مطلق! !:: ر ذةط إذا كانت 
0 
,2,4 و ,8ر2 متقازتین مطلقا و 
وعم ne0:‏ 


Sa, +12,‏ - (,ط1+ ,ه) 7 : 
و 0 0 


۱ 


سب ع هه 


ا 
١ َ‏ 


= 


سء 
۰ 


o rı EX F7] 2 


د. السار س العددیه, 





5 ن. ببساز سل العدذیه. ۱ 
e.‏ سے 

بر البرهان: ٠‏ البرهان 

(a 2-‏ إذاكانت السلسلة (,18+ ۳ متقاربة مطلقا فإن السلسلة ,۵+ Sh,‏ (,ب) محدودة تعن (4> |٠|‏ , ”0۷ < 34)» و التقازب مطلقا للسلسلة 

۳ سور 40 0+ 

. متقارية. وبا أن يعني 

ل ۱ ا ,»| ك إمه| و إرة:+,ة|ك| 2 > | ۰۰+ | > VN, P.; 1 > e‏ : م20 ,0 جع ۷ 

ی فان اب2۳ و اب متقاريتان . وهذا يعن أن السلسلتين ,2 و Xo,‏ و عندها 

ا :تاران مطلقا.. . ۱ ظ 1 ره + "+ ]ی 

مت مر 0 7 هذا يعون تتا 

ê 1‏ رف کانت. اسلتناة 9 و 8 2 قاين مطلقا إن السلستین و .عي رب ]و 2 زفق مها کوشي: ‏ 

5 5:6 ویر متارجان وه السلسلة ,+ )رز مقر تحيجتزم6 

یت ويما أن |,6+|,۵| > ]رن + ,مه فان السلسلة +ib,|‏ واد متقاربة ومنه إذا كانت السلشلة .2 متقاربة مطلقا و كانت المتتالية (,») متقاربة 


۱ السلسلة ( ,۵+ ر قارب مطلقا. وز ا Dias‏ ودای ا 
7 خاسية (303) 0 ۱ ! 
إن حموعة السلاسل التقاربة مطلقا هي فضاء شعاعي جزئي من إن التقارب الشرظي للسلسلة Sv,‏ و احدودية للمتتالية(,) لا یکفیان 
3 ۱ 3 اکر السلا لتقا 1 ۱ ۲ 3 اسم ۱ 0 : 
1 سل التقار 0 لتقارب السلسلة ,رنه . 
۰ ادم 





مر ۳ ٠‏ | اميه | 
و۵09 زر 2 ۱ ری یز وتكن 'المتتالية :' ۱ 
| إذا كانت السلسلة ,اثلا متقاربة مطلقا وكانت المتالية (,<) محدودة. | ۱ 1 ی 
n= 2p+1 ۱ ۳ ml , :‏ 5 
|| فان السلسلة ,ره < تکون متقاربة مطلقا. ٠‏ التي هي محدودة أ ۳3 ,۳ Vr,‏ . 
n=] 3‏ ۳ ۰ 


169 ۱ ۱ 168 ْ 3 a ۵ 


3. السلاصل العددية. 





عندها فان = 
3 . التجميعية و التبديلية في السلاسل 
وضع و حذف الأقواس في مجموع. ‏ 
نکن السلسلة ,2 انفرض أننا بجمع بشكل كيفي 'بعضن الحدوذ للبعلها حدا . 


حديدا لسلسلة جديدة دون أن نغير مواضع الحدؤد. »لتتنضل علئ السلسلة 


+ 
۰+ ولا + ,+ = و( حیث ,1 + ۰۰۰+ لا ر۷ 


Su,‏ و هي سلسلة متباعدة. 
ال : 


لا ۰۰۰+ ویر لا Va‏ یلا +۰ ۰ وپی = ° 


أو بعبارة أدق : نتعاطى التقابل .ج المتزايد تماما من 7۷ ف 177 بحيث 0 - 5-8 


و نضع ۱ 
1۳۱+ 1 
0 7 بو en)‏ + زو < پ۷ 


نظوية(333) 
إذا تقاربت السلسلة Su,‏ فان السلسلة 2 تكون متقاربة و 
ااا اي" ) 
البرهان 
إن تقارب السلسلة يعن أن متلية الماع امزية ,)أله السلسلة حا 
نمابة منتهية. نکن ک= وك im‏ . لكن متالية الحاميع الزئية للسلسلة لق الي 
هي 3,۰۰ ,8.5.۰ ٠‏ ما هي إلا متتالية جزئية من (,5) : (,5) | 03 


“Pie‏ ° ما زاب  »‏ © موب - ؟ ۱۱۳ ۶ 6 کے فاا فك آنائه. 








في الحالة العامة عكس النظرية غير صحيح. 


أي تقارب السلسلة Dv,‏ لا يودي بالضرورة إلى قارب السلسلة 5 


" مدال 
من أجل السلسلة 


0 


E E E +1 ی‎ 
ب ا‎ 0 h+1 


[ذ! جمعنا حدین متجاورین نجد 


ل (e (i-3)‏ ا 
n(n+1),‏ 6 2 


التي هي متقاربة. 
٠‏ بیلما السلسلة المعطاة هي سلسلة متباعدة لان . 


E : 3‏ 
1-2 ...4 5 
1+ ور ۰ + 23 12 کات 
1 4 1 1 0 ف ,۾ 
لتث-[تةه مإ بط بج شل هةلسسشج2 0 
MBE ° BI‏ , 23 12 ۰ 


إذن ٠‏ 1= ر هنا و 22 ,, lim Ss,‏ . 


) نظوية (343) 


| یکون عکس النظرية 1 صحيحا في الحالتين التاليتين: 
).إذا كانت الشلبلة: ر کت او وة > 
8) إذا کانت 0= ,»11 و 


[ a1 EN’ :Vn e IN , a(n +1)-c(n) SM ] 





ار 3. السلاسل العددیة. 
: 7 


۱ 3 ۱ . البرهان 


یه با 


1 ۵ "تكن = u1 = DS, > 2 ıl,‏ دی 1۷7 ج 10۷ بو تقابلا 
ا 1 


e0 
.لدينا ع < ,۲ و و 'إذن‎ ou) =0 متراندا ماما حیث‎ 
0 +=1+0 (۸-1) ۱ 1 18 


i‏ ف 2 ۱ ( رگ 5= پت = = ا 


59 | : فوهن براح ع أنه [:د <( me‏ ومنه امد - (6)0 روا . 





(a ۱ 1‏ إن حدود ۱ | Dt,‏ مو جب 5 اذن الحالية (,6) متزایده ¢ تكون متقاربة 
"۶ إذا وفقط إذا كانت التا: الستخرجة (,1) تقارية. 
111 ) لنفرض أن 37 ( »تناربة. کل ۸/۸۲ بعکن آن نرفق له عد طبيعي .مر . 


ik‏ 8 ..بحيث :(1+مأه >1 5 o‏ › و ما أنه 
1 ۰ 


3M eIN’' Nne IN 00 E * بده‎ 


vm € IN ۱۳ ووؤلاء‎ Dana 
ومنه‎ e lin p=, 1 < o + ( > 


۳ اذن : 
3غ . = ( ان iin‏ مسج( ) 
0 1 إت يقي ابات آن ات ر = ,0 i‏ . باستعمال 


-0)» لا او ن 
دا کر 7 رگ - رک ؛ حیث حیث ",با هو آکبر حد من حدود |ءن 


یت ا 


72 


3. السلاسل العددية. 





وما آن tim ju,|=0‏ و استنادا ال (/) فان 0= م » و بلثالي 
3(0 - ,يلل و مه 7= ,9 - ,ل : 

" ۱ 
لتكن المنلسلة التوفقية المتناوبة و 


لدينا بالنسبة لهذه السلسلة 0= lim,‏ . ليكن 27 aE‏ 


۰ تطبيق مثزايد تماما مع 0 00 و لدینا ایضا 2 -()-([ +۰2 و منه 
اتی و 


CF 1 
=2 Pp 2+1 كد‎ - 


.. و هي سلسلة متقاربة لأنها من نفس طبيُة السلسلة z+‏ , و هكذا السلسلة 


التوافقية المتناوبة متقاربة رغم أن السلسلة الفوافقية متباعدة . إذن بين أيدينا مثال 
سلسلة متقاربة وليست متقاربة مطلقاء  ..‏ 
تبديل ترتيب الحدود  ٠‏ 
تغويف (و5و) ١‏ ' 
اا و ی سم ی تین 
تين تيب الحدود إذا وحد تبديل ى من 17 بحیث 


1 ون نا حا ا لقاع ۷ 
نلااخظ آنه : نیع بل 61۳۷7 ۷: 


نظرية (363) 


إذا بدلنا برئينين حدود سلسلة ۱ 0 
سل بایر قاری مطلقا و 


۰ ۱ 173 7 





فك ااسلاصل المددیة. 





10 مه 
)2۷ = 0 ¢ ما ۳ ۰ 
لتم n=0‏ 

البرهان 
الخطوة:الأولى 
لنفرض آن السلسلة 2 هي سلسلة ذات حدود موجبة و لنضع 

E <‏ لا 2 (م)ی 2۷ ۷ ( 0 هو تقابل من ۷ في 1۷ ) ۰ 

0غ 
نرمز ب: ()ن,.0()0(۰۰)ع)نهه < ۷ ۰ عا أن حدود .السلسلة فوجبة فإن 
> براش + 10+ ولا ک FHV,‏ ولا ,7 ) 
۸:4 
و منه العالية (:7) متزايدة و محدودة من الاعلی.عجموع السلسلة التقاربة ,ار 
» إذن السلسلة 22 متقاربة و که ۰ يكفي تطبیق نفس البرهان 
ne0‏ 0 
انطلاة' من السلسلة 2۷ و التقابل g7‏ لتتحصل على النتيجة ,2 > 9K‏ 
0 0عم 

اخطوة الثانية الثانية 

لنغرض الآن أن السلسلة 2u,‏ هي سلسلة ذات حدود كيفية » متقاربة مطلقا . 
إذن السلسلة ذات اد العام | هي سلسلة متقاربة و نت انلنظوة الأولى 
نستنتج أن السلسلة |رء < متقاربة» أي أن السلسلة 2e)‏ متقاربة مطلقا 
إذن متقاربة. 

= max(0,u, ju; = max(0,-u, ) لنضع‎ 

ار ك ۷ ک 0 u; <S‏ < 0ز ملا - لاع بنارالا ع 8 

و منه السلستین 2 و 7 2 ذات حلود موجبة و محدودتين من الأعلى 
بالسلسلة المتقاربة |,|'3 » متقاربتین و عکن أن نکتب 


۷ ع ۷ 


+ بت و 


سس ال و اس و 1 
۰ 


3. السلاسل العددية. 





۷-27 
عم و ون سین« مت 0 e‏ 


متقاربتین و 


0 کد 


21'a‏ = م2۵ 2 ار 

"۸ 6م‎ 0 n=O 
فانه‎ 1 (n) = (n) - (n) و ما أن‎ 

,10 و ٠ ۰ ım‏ 
aj = “Dy = Dt;‏ به 1م) e‏ ی 
ملاحظات 
©) إن السنلسلتين اللثان لا تختلفان إلا بترتيب الحدود » :»۱۰ آن تکونا من 
2 طبیعت ن 3 تلفت ۷ 
مثال . 


1 
السلسلة > هي سلسلة متقاربة ح.ب نذارية دد:یان : 
۰ 7 : 
1 سح 1 4 1 PO‏ ا ممح ۳ يدا 1 
۸ 4۲-1 له اه له تم دب دا 


التي هي من نفس طبيعة السلسلة ذات الحد العام 
1 1 1 
2n‏ رك جع كن 
) لد 8 ). 
2۳ ۰ 
) إن السلسلتين اللتان لا تختلفان لا بترتیب امدادود باه كا 
نحو بحموعین مختلفین, 
مثال 


م هي متباعدة لان خد 


5 أن تک نا متقاربتين 


nel 
و السلسلة‎ e السلسلة التوافقية المتناوبة داعب متذار به یبا و وه‎ 
انم‎ 7# 


> بب + 


بم بم 
جا 


ىل 


اجنين 
پست. ۰ 


ص وح وم سم 


+ 





N. 


1 


55905 E. E. 
۰. ۰ ذه‎ 
۳ ۱ 


3 
سي ميمه 
۰ 


۳۳ . اس سب 


5 1 
بیس 


5 


۰ 
5 s+ 


E 
۰ 6 
٠ مدل‎ 








1 ا 1 
دی الا 8 
| 
اب ت 


۾ لأسيل ی هی 1:۶ 6 تكون السلسلة (n)‏ متقازبة . 


: ارب ساسلة تبدیلیا هو آن تکون متقارية 


"7 لین من 6 آو 17 نسمي جداء (كوشي) 
”3 یله ,2 العرفة بب: _ 


ات الما.رد الكيفية» إنها متقاربة تبديليا : 


ما با هن مالیا ليت متقاربة تبديليا. 


2 1 + وراه بو ۰۰+ اه ر م۱۷ ۴ 10۷ < ۳ , ۷( ۷۸ 


مت 


. ر متتارتين مطلقا » فان السلسلة 


i‏ اص 


2 ۰ اا 7 ضفو 
۳۹ 
هب ره( ]- 2 ۲ 
5 ۹ 5005 ا اور 


معتاربة مسللتا و لدینا: 


.4 السلا سل العددية. 





البرهان ٠‏ 
۵) لنضم ,ر = ,9۷ < ٩, < Sa‏ , 1۷ > ۷۱ 
0م 0م 7 ۱ 
إن السلسلتين ,5 و .500 متقاربتان بالإطلاق ء لتکن |,۳ ۸4-۳ و 
n0‏ 


B= >.‏ ۰ عکن تعریف الفرق ,3,1 - ,ي باستغمال ابلحدول التالم: 


Mag’ Vo ۰۰۰ ولایلا‎ °* ns ٠ 


oV: MV °°° Ha 
ف م10‎ 7" 


1 ۰ ببولان لا 


بو » هو احموع الكلي الوجود في ابلندول » آما ,5,2 فإنه يساوي 


و 
أي جميع العناصر الموحودة في المربع الأوسط.. ومنه نستستج 


ا را + ۰۰و را و دج یرآ ولا ,3,7 سر ى 
رمم ے۷ ٣۰۰۰+‏ ( پولا + ۰۰۰+ (i ++ a, ) +1 (eet‏ + 


ونما أن السلسلتين ,»2 و ,۷ر2 متقاربتان فإئئا.نستنتج من معيار كوشي 


زه < ۷+ ۰۰۰+ 15 > | +..+ (a.‏ 2 (وه < قرءى < )/ اذا ع 3n,‏ 
و مه مين أجل .وت < n‏ 


ع رد سم 
و بالتالي limî ST, = lim, S,. lT. -(&"(ğr)‏ عر > lim‏ 
من جهة آحری لدینا من أحل 1+ و79 < 7 لدینا 


A 5 (4 + 2)‏ +7 + مرو ام۷ + اور با ۰۰۰ + .ولاو 9 و (e‏ 


3. السلاصل العددية. 


ورل سس سس 


و منه روت 110 حببيوت هنا ¢ أي أن 


)»هن 
و ماع ان سل ,تاره و مومها هو .)> 


۵ عکن تطبيق النتيجة السابقة على اأسلساتین ||( و |,::|37 التين هي 
متقاربتین بالاطلاق » [ذن السلسلة 2 هي سلسلة متقاربة 3 


yl‏ < ات 
و منه السلسلة || "ل متقاربة لأن حدها ا الموجب مخدود من الأعلى . 
بسلسلة متقاربة» إذن (٠#,‏ متقاربة مطلقا. 


مغال 


> |,م| , بزع ما 








من أجل أي عد حقيقي أو عقدي فإن السلسلة رر مقا بة مطلقا لأنه 


هه تاو ےا ون 5 
[ + 7 صبیم 


| n+1 
./)(- 8 + ليكن التابع /ر من_© في © المعرف ب‎ 
۷), ا رم دی ]رو «(۶(/۵ ۰ » (بز‎ 
أي‎ 
v(x (بر)ر (عار , :© » (بر‎ - err تا عد‎ 
۶ (بر+»#)ر -(ير)‎  هنمو‎ 


3. السلاسل العددية. 





ملاحظة 1 ك0 

إن “عنداء سلسكان متقازبتان شرطیا » يمكنه أن يرن 

يكون سلسلة متبإعدية..يمكتنا إثبات هذا ب 
ا 


۰4 ۰ 0,۰ ۰ 
۰ {J °°° dle 


(a‏ احسب السلسلة الجداء للسلسلتين المتقاربة؛) ورم لا 


E ۱ 1 (1 


"1 سے = ١‏ ر ]ع |د 
n‏ 3 [ + )»| : 


أثبت أنها متباعدة. 
8) احسب السلسلة الجداء للسلسلتين المتقار ٠“ ١‏ .؛.؛ 


n+l 

۱ سم ۵ EP‏ 
| أثبت أنها متقاربة. ۰ 

۱ ال 

۱ ©) لدينا ' 


8 -1 

2 7 اع ")1 0 ورب ۱9۲ 5 ٣‏ 
٠ ۱‏ ی هه اه 1 1: م د 
nin2 ` * ۱‏ 791 0 تا 


۱ 1 1 ا 
ات نوز ےا " 1 وو 
۱ ۳۳ ی 8 ۲۳۳ 


الا ا ب. :144 ۰ و مثه السلسا: RNS‏ قحم 1 : 2 3 


| 6) في الحلة لت ۷ 1< 7 


لدم ۳ ۱۷ 
k) ۱‏ یچ ۱۳ = anak‏ ب . 
۱ 1 ۳ 1 ۱ 
لذینا سس سس — ات تست 
5 01 تن (+ اب۳۰ 


e 18‏ أنما يمكنه أن ا مر 


, 3. السلاسل العددية. تمارین -الستلاسل العدديّة 








aa 3 3‏ را ور ی طايه »,> تمرين 1. 
. احم 2 
سا المتلسلة ذات الحة 
٠. |‏ ملاحظة 2 اه eg‏ 
ِا إن تجداء لساعان 2۰ ۰۱۶۱۱" انه أن يكون سا لة متقاربة مطلقا: )0 احسب متتاليّة المجاميع الجزئيّة: ؛ ثم استنتج طبيعة المتلسلة. 
Ti‏ ۱ 3 ۱ (2) احضب الباقي من الرتبة 2100 «. 
1 لتكن السلملتان المتبامه:ن ۰ ذات الحد العام علی للتوالي: - عرین 2 


a : ۱‏ ام دا لتکن السلسلة ,"2 ۰ ,۸ باقي هذه السلسلة من الرتبة. . 
3 1 : و م | و ل 558 أثبت أن ١0,‏ متقاربة إذا و فقط إذا كان 0= R,‏ سنا . 


3 :1 نضع +o‏ ولا لا 2 پر رین 3 ۱ 
ل 02 | سس 


ع ءءء E‏ 8 ۰ اج n‏ 2 1 
اللو لول اه (6 سي (م لج م 

n ۳ 2( ]2۳* 1-2 2 2 : 1 
4 «Gn: 1 8 و‎ e 














.(n+1 21 ۳ 





ص ظ 20 
SF‏ : ۱ ۸ . ا > درس لبم تال اد ٠‏ ثم أوجد مجموع كل سلسلة متقاربة. 


زر 0 GE‏ م2 
ا ۵ ف كو e‏ ا 
ا ع 


180 
181 ۲ 1 


+ ممم موممممممممممموممومهمممممممموممممووممموم ‏ مووا جج طط ۰۰۰۰ 


۰۰4 ۰ 


مخ 1 
جح ط 


رین 5 ۰ 
ادرس طبيعة المتلاسل التاليّة: 


7 1 7 .. ۳ ۱ 
۰ 1 سس‎ ۰ Sin — ww. 
کے‎ 2 nl 7 26 بر‎ 0 


2) 2) e 


= n> 4" 
۳۳ 2, ١ 21+ 04 








. <0 IR 
هه د 0ده‎ e TTT] 
7 تمرين‎ 
انرس طبومة المتلسلة ذات الح المام ؛‎ 











. © < 03 < 2 2 ۰ (e 5 
ONE ع‎ ,(a,b)e IR? (1 





مرین 8 
لتكن السلسلة ذات الحذ العام 8 المعرقة بب؛ 
u, = alnn + bIn(n +1)+ cln(n + 2)‏ 


صمو 


حيث 71۷۲ و 6,۵,6 أعداد حقيقيّة. 


(۱) اوجد شرط لازم» على الأعداد الحقيقيّة ع,ق,ه ٠‏ لتقارب نت2 . 


182 


ممجمممممممموممماممم م مج موی مج و وی وج وم وم ما مج مج وخ ماج واه ماه ۵۵ ۶۵ 








السسم. - 35-5 ® ۰" 
E ۱‏ 
)2( لنفرض أن 0= ٠:, ie r lca +b+e‏ حسب قيم 0 8 
E 2 .d,b,c‏ إل[ 
ی از 
(3) تطبیق عددي: 1-= n 2-1 ۸2 ٩‏ 
احسب مجموع هذه المتلسلة. سید و 10 
rs‏ دس رح تب 

رین 9 3 


أثبت آن السلسلة 3 سس [ ل e RIN‏ اة 


گرین 10 ۱ 
لتكن ,»ر2 و ما2 سلسلتین ذات حنردهرکيق: . .:. 
(a)‏ برهن أن السلسلة ,ل و7 مث إربة. 
(۵) برهن أن الستسلق اب طر متاربة. 


ra 


۰۰ 


5 
۰ م . 
ہم 
ب 








۳۹ 
n 


رین 11 
لتكن ١‏ لتکن م۷ 2 سلسلة ذات حدود هوجید. 


دزس (بالمقارنة):طبيعة الملسلتين ,7905 + - 7 


و 


O ات‎ 23 





تمرن 12 
TT TOT‏ ای 2 گیل 7 


تسه 





ب ۱ ۱ 


وو ه4وو4و46645466444454444وووووون6وو666666666ووووو 


رین 13 مسب 

لتكن Ja‏ 3 مک أعداد حقيقيّة ۳ 3 6 د ج حال 
: ر اه ۱ ' 
أثبت الخاصّة التَاليّة: :۲1 


و 
4 


1 1 
4 5 


1 ب ۳ 
( )ملد بحيث: 1-< ,۷۸,1 . برهن التکافو الاتي: 


اة ر ا ] جخ [ السلسلة (.+ 5:10 متقاربة مطلقا]. 


5 
۹ 


ر_ تمارین -السلاسل العددية 


j 





قرین 14 


بره" 


ا من 15 5 : 


.( im », = 0( > متقاریة)‎ 2:) 
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<> جه و هب هب۰ 
ج 4400444 4444404440400444 SOOOCOOOL‏ 


معد رن تل “الیم ےہ 











re. دس‎ 


عرین 1 
1 1 2 0 
ب 06 =1 ) إذن 
n(n+2) ۳‏ 0 
1 
u, =] -‏ 
3 : 
ا کک 
7 2۵ ۶ 
کے 
1ع 65-7 
۳ ۳۳۹ 5 
n +2‏ 
و - 
n+l +2‏ 2 
hat‏ ا 5 
n+l +2 ۰ /‏ 2 1 ر لي 
السلسلة و هدق 
MN‏ 
og‏ وید سس R=‏ ر 
E FR: 203‏ ۰ 
101x102‏ 102 101 " 


« 5 





قرین 2 . 
نيرهن أن : پل 2 متقاربة جه 20 با i‏ 


۾) u,‏ 3 متقاربة =< 0= lim A,‏ ؟ 


,۳۳ متقاربة إذن 5= رک نا و منه 0-(,6-6) lim‏ أي 0= iA,‏ 


ان رک - 5 > ,۸. 
lim 8, 20‏ حه ربا 2 متقاربة ؟ ‏ 
لدينا R, = Duy = u,‏ وما أن 0- ,ريفز فلله 
2> رد ره < و ,۷۵ : 12۷ > ,مد ,0 <۲۵ : 
و کذلك مر < ۷ فان < > ومنه 
=F, |+ +], |> 25‏ - 


ر بما أن | - ,| وگ - |S,‏ ناه 


Ve>0,3n, e IN: لو وا‎ 


۶ > رک - رکاروت < م < 21:۷ ,0,3 <6 7 


أي أنْ متاليّة الخاميع الحزئيّة للسلسلة اک حقق معیار كوشي و منه فهي 
متقاربة. 


_ سس سس 


فرین 3 


(۵) در اا ۳ ۶ لد 2 


َه 


۰ بو همه »>> © © © © > © ج بج جه ج جه © 


+ - 
هموودودوو موم موم م۰ وو مج هب 


تمارين -المتلاسل المدديّة 








لديئا E‏ اء ومثه 120 ج = به رال وی 


متباعدة ن مه وال 0 مجه ا 





اب 











۱ 9+1 0 
3+4„ از 
۱+2 7 . ۳3 
2+ صبهم > یل صبيم : 
وبالتالي 


ه إذا كان 1 2 أي > فان السلسلة 2 متقاربة. 
20" 
ه إذا كان [ < 3 آي خی فان السَلسلة مار 2 متباعدة. 
5 0 قله 


۳ إذا كان 3-1 أي ی فائه لدینا حالة شلت, ۰ 


نسبّعما. قاعدةٌ 3 2 لاک اور منز 


إذن السلسلة م2 متباعدة, 











27 دزاسة الستلسلة س‎ (a) 
i n 
۳ لدینا = تن‎ 
2 ,نا وبااي‎ i e ا ,۷ وعنه‎ 
۴ . الات سا اب ی د‎ 


2 دراسَة السلسلة‎ (e) 


E UT 


۳ 


2. 


28 
کے“ 


6 


i‏ ` لح 


--. 

. 7” 
BB“ 
. 

۰ 


يشم 


1 


۰ اعت قي 
. ` 


٤ Te 
» هس‎ 1 


00 « و 


جو و ووو ووو و ووووويونوجووو0و66666666و4و666وونونوووون 6606660904666+ 


23 : 
کم 


t4 چ‎ 


ج ۰ ۰۰۵ 
ام 
۰ 


۵ ۷: 


. ۲ 
أجهيه - 
.8 
< 


ی 


مه 
3 


۰ “> 
7 1" 


+ ی دب" 


ا ا 


تت 
00 


2 


1 


* ۹ * 
2 507 
, ۰۰ 


eo 9‏ 
م م ما" بلطلو owe O‏ 


مبصی مر 
8 


س 


تمارين -السلاسل العدديّة 


التابع ==( مستمرٌ » متناقص وموحب علی لمجال ]دمد,1]» إذن 


السلسلة a.‏ ل ا اا ولدینا 


# 





ماد كوشي: 


1 ل n‏ 
i‏ 3 ۳ | 11 1 ۳ 7 7 4 
لد # 1 = HM‏ دل 0 = 8 2 
ی 86 3 1 ثور =( 2 


زى و :20 lim a‏ وناقلي سل - 








+1 








از او السسله ک اف( لس اد حت 3>1 a=‏ 2 ال سل 
و mE‏ هم 
: 1 1 2 1 ۰ 2 ) 
F۴ ۳‏ ےک : فييك 
0 7+1 م 7-1 )1 + (n- 1)n(rr‏ ۳ 2 
0 واا 
۱ 
ا اس ود 
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6د متقاربة. 


اھ اا 1 ا ا ا ع سنؤد جؤية و اه چا و او ی و 


MRR ۱ ۱ ۱ ۲ ۵ 





ص ص 2 
ی n+ D‏ -5 


A‏ ی 


ركان حيث 1 < 2 عم ) فا السَلسلة نیرز مفقاریة. 





3 =” E ا‎ 0 
EE: 
۰ 2 6. 
ee 
4 8 
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ااا ي اي اي ي 9 و ي ي و ن ا ا اا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا اک ا کک ا کا ا ا ا عزن عد بإ کا ا کا ا ا بن وإ زد جه مز جد عد جود بزو بهد عي ا ا ا ا عزن زود وز لوا لود جز لود جود ل 














تمارين -المتلاسل العدديّة 2 ١‏ 
اديت م تمارين -المتلاسل العدديّة 1 
تت 
چ Eri)‏ 
4 ۰ ۶ 3 
=e+e=2e 53 0‏ 1 1 و 
سسس ٠‏ ل ا ا Sgr‏ 1 
n 1‏ ۲ 
L1‏ ۱ 7و 1 
= ۳۹ ۳0 . 0 5 
1و2 دور د د 52 
١‏ 39 ۱ 
١ DF‏ كن : ۱ (*) لذينا -" س ,1 رذن ۰ 8 1 
e ۱ 4 ۲ 22-2 ۸‏ ۰ ۱ 
د ©.. 
Ê 1‏ 
مک فد 8 1 سے اط n‏ 5 1 ی ۱ 1 
2+1 1-م2 " , ات ۱ 
و “ور اب 1+ 1 1 ۱ 
3 57 + .. 
n A FT | ٠‏ 4 
۰ ۱ و منه السلسلة - ١ 4 1 a‏ 
أ 2 متقا بة حنسب قا 8 ۱ 
e 8 LI ۶۸ 1‏ : ]ا 
بل ۾ | ٠‏ () حسابالمجبوع 1 
e‏ ا 
ات سا ری م وعد وهنه 5 2 1 غات ١ 4 , i‏ +1 
2+1 2 4 ۰ ا لب و3 1 ۳ _ 1+1 و د ۳ 
1 712 وم 3 (n-‏ ا _-1 2 و 1 
(a (2‏ وب u‏ : ۲ ۲ ۲ ( 31 2 3 ۳ ۱ 1 
او ` 1 + 2 9 7 و 
20 0 تس ) J‏ 2 ۴ + 3 - 
د تور ُ 7 3 ۳ 7ج 2 1 ۱ 
(*) لدينا E"‏ اذن ُ و هته 56 <ع +36 +وع< ETT‏ لس ده 1. 1 0 
ا 4< 1 : ۰ 
۱ 1 5 1 ن ۳ n?‏ وت ممث. . 1 
27 و و ده او ل 
pn‏ هر" ا(1+ ور nl 9 0 5 FS‏ ار . .7۰ ۳ al.‏ لا . و هنه ۱ ۱ 
ا ر ت 4 ۱ س ۱ ۲۰ 5 
۲ مه ۱ n‏ 8 ۳ : 8 ِ | 5 شرج شارك 1i‏ 1 ایو ۲ اب 90 : 4 + 9 
و ی ا 1 ۱ 0 2 2 5 و رین E a‏ 
۰ 2 +( ا ۱3 
5 معقا ۲۰ 
(*) حساب م : 2 ربة و 7= یوت ٤ #۴ 2+1 1 TT‏ ۱ 
۰ 7 2۵« . 
n _n-l+l‏ 4 6 سس( ام 5 
(n- + -‏ هتسه 9 . 27 = : 4 نے i‏ 
4 لدینا 4 e‏ ۱ ۱ ید : : ۴ ۱ ۱ 
i=” +‏ ۷ ؛ إذن م 0 
سه ,ل رن i‏ 
1 
هن 


۰ تمارين -المتلاسل العدديّة 
لله كن الله ا و ا“ = تعلم آن 








cos risi =e: ٠‏ و ا » إذن 

بر ]۳ 

uit‏ 3 “م 

ې 

3 وهو الح امم تسل هت ذات وي zn‏ نحيث ۳6۵ 
EF ۳‏ 2 ۰ 





ره یت جلك )مد (ج) .2 
2 


0 

۴ ؛ زو 2 + برومع2 +1 ۰( وزو- 0092 +2 یاو یت‎ 
2+ cosx +isin x2 + cosx— isin x) 5+ 0 ۱ 

۰ ۰ 5 2 ۳ 

1 / و منه 

f‏ +[ ۳ 0 مانن بے ا ر 

ا 2 ما و. 

ان 7 و ۳ 





اد : لب لو شاه زوا هل من 
n+ 6 ۱ 1‏ 


بيو + 


سین Tik.‏ و مج س متباعدتان. 








.عا هت جرک تقار بة قن المتلسلة 21 


ڃمارين الستلاسل العدديّة 


لا ل 


2) لدينا ےج مص و بما أن السلسلة + متقاربة فإ السلسلة 


1 : 1 
هار متقاربة. 
nj 1‏ 


۱ ید‎ (a (3 | 


۱ 1 9 ۰ ۱ 
لدینا م1 “م ع إن الل متباعدة إذن السّلسلة [- اد 
57 ۱ ۱ ۱ اچه 


اا > 


n 
بیج‎ 
4 2+1 n+l/ +1 
03 و منه 1 273 شر مه‎ 
n J 1 0 ۱ 


(Ls‏ متقازية. 
ax1 77‏ 


4) (*) إذا كان 2-0 7 0- و منه.الستلسلة ,< متقاربة نحو 0. 


(8) إذا كان 1ھ فون ره وامنه السّلسلة ,ه50 متباعدة لأنّ حدّها العام 


لا يؤول إلى 0 عنلما مب و ور. 


۰ () .لبفرض أن 1> 0. لدينا 25-0 .يمل و ا im‏ إذن 


:52 ,ل هما نفس الطبيعة. 
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8885688664 ۱ 
و ۰۰ ۰ 


ناسل وده فن ا د E-E‏ سب ۱ 5 3 


من.اجل 2+1 < و لدینا اس ۳۳-9 


و منه ۳ ۶ إذن الستلسلة ,4 2 متقاربة . 


تمارين -المتلاسل العدديّة 





عيجه 
۰ 
۰ 


.مما أن السّلسلة الهندسيّة “3:2 متقاربة لأن 2>1 > 0 فإن السّلسلة ,»ا 


تقاربة 


ار ۱۰ 
من 
۰ 
۰ 
۰ 
۹ 
ا 
۰ 
۰ 
۰ 
٠‏ + ۲۱ 
1 
٠‏ 
6 ال 
ل 


هج ج ججح ج ج بج ج بج هج هج يج جه ججح هج هاج ج جه جه بج جه جح > 2ج ج 6 26ج © © © © © © © © ج. © ج © جح ©:© © © © © © © © © © © © © © © © © © ج © > ب 


*) لنفرض أن 4<1 . لدينا 0= 1i‏ و لتكن +ل- ,لا إذن 1ع دوز 
EDA‏ هما نفس الطييعة. وما أن السلسلة :ا لمندسيّة 
Û, 1‏ اه 
0 متقاربة لأن 1> - » فان السَلسلة متقاربة. 5 7 
ما22 متقارية لان. 1> 7 فإن م2 ربة 2 فان کت ات تارب مله لسا مسال الإ 
۱ .۰ 3 
i mgt E‏ 


3 1 بل‎ 
(3 aT 1 (+ 36 


gg 2-22) * (5) 


5) ۰۰۰+ + کو ,2 . مكن كتابة ,ا على الشكل التالی: 


2 ۳ 2 
ذا کان. 22 < 7 فان (- وید 2 ولا ۷ > ) 
إذا کان 2+1 ۲۱ فان - .«(p € IN “2p‏ 


)-( لنطبق قاعدة دلبیر: 


با ليب مسب ع وسو سمو ساس 


۱ إن الاين 2 4 2 هند 1 ی نی EE:‏ : 
من أجل م2 - م لدينا ۱ بم د 2 نان 2 3 
3 متقارتان و منه السنلسلة متقا ۱ 
al i‏ 2ے سے ا ابو 3 1 ۱ 2 #9 0 8 و اد 
EE‏ ,22 20 ول ,لآ سس نز ګت 
من أجل 1+ م2 -م لدینا ا ۴ : 
لتکن السَلسلة ذات اد العام in‏ مت 


0ج 5 2 1ے 2 ۵۵ ول ۵ + ۰۰۰1 2ج +1 +1 
9 3277 صمي 5 


۱ (a> 0,a IR) 
ا‎ gm نظيق قاعدة أدلير:‎ 


1 1+ 
سس باق 
1+۰ ا n‏ اكه 529 


۽ منه روز غير موجودة, إذن لا عکن کم باستعمال قاعدة دلبیر. 


۹ 


(-) لنطيق قأعدة کوش 





DE‏ يي 


oa + 
۱ 


تمارین -السلاسل العددية 


کات © ذا کان 1 فان 0 < نع ص و منه السلسلة ,30 متقاربة. 
4 کی 


3 


1 


زر ه زذا کان 1= فان 5 و و منه السلسلة ارك متقاربة. 
2 ۰ 


© إذا کان «a<1‏ يكن (7م +150 - 1 اذن (+ ])3 = ,اتا و يما 
ا : ام کب سر 


۱ عضنة 
أن 0< ۸ جوز فان روب (7ه + )ما ومنه السلشئلة a”)‏ )هارع متقاربة 


و مخموعها لك إذن. = im,‏ و هنه ص ورلا وواإقاوة م اه يناه 


بین لها أن السلسلة ,2 متقاربة إذا و فقط إذا كان 1-> و متباعدة إذا 
8 کان 1 جه ١‏ 


شت 


3 


ر ج ۱ 
0 م ٠‏ 182 (ق,ه) : لتكن aer u, = (E)‏ 


۱ لذا کا a=b‏ فان 1= yk‏ مه تن رنه امتباعدة. لأن -حدها العام لا 
1 يوول إلى الصغر عندما, امه و ری 


إذا کان a+b‏ لتق قاعدةٌ کوشي ز دیا 





ب ف 1 يدم وج ۰ 


۵+ و - + + 7+6 


ê 


١ ۱‏ 1 ۱ ی 1۵ 5 6 -b 2-b‏ 
. ۱ 0 1 ۱ ۱ گنها 
و نے ازو ب e‏ :)8 - 5 


۰ 
د ۰*۰ 


اب 1 اد 1 .7( فان 


رم ض 


16 


4 ۰ 


وس صس يوم مص ا وا ا ا 1 


تمارين -السلاسل العددية 





و بالتالي 2 
(-) (ذا کان 6 <ه فان 1< 6*۶ و منه الستلسلة ,۳ متباعدة. 
(-) إذا کان 6> ۾ فان 1> e”‏ و منه السّلسلة ,»< متقاربة. 


ET (2‏ 71 ۶۱8۸ ک 1- رذن 1> 197و > [- و 
7 0 - 2 





منه 1553و -2 > 1و .بالتالي 71 e‏ »> و في النهاية 





> هذا 
sin n‏ - گر - 1 25 کا 





إذا كان 1> فان "> وج كد ین ۳ متقاربة 
(سلسلة هندسية آساسها 1> ۾ )فإن السلسلة ,۷< متقاربة حسب نظرية 


القار نة. 


هه هه 4 ۵ 6 ۰4۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰۰ ۰4 ۰ ۰ +۰ ۰۰۰۰ ۰۰ ۰ ۰ ۰ 4 +۰ ۰ ۰ ۰ > > » 


© إذا کان 1<ه غان سگ < ر۷ » و منه السلسلة ,3/0 متباعدة لأن حدها العام 


لا يوول ال 0 عندما + ج+ م ( مب سک i‏ : 





رین 8 ۱ 
لتكن. (2 + #)ماء + (1+ «)هاة + «ماه - ی حیث 712۷۲ و ۵,۵,6 آعداد 
وید 
(1) شرط لازم لتقارب السلسلة 2 هو 20 ,۶ lim‏ . 


لدينا 


۹ 


» > > > © © © © © © © © © © © ۰ © © ۰4 © © © © © © © © © © © 44۰4۰۰۰ ۰۰۰۰ «۰ 


(2 + ماما +)1+ bIn(n‏ + مهاه - ,» 
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تمارین: -المتلاسل العدديّة 


)1+2 )ماه + [ ماه« مج جع = 
n‏ 7 


+++ ع‎ + 3 
n 





ومنه 0= ٠»,‏ هتنا تستلزم 0 > »ء + ث + ©. 
إذن: ره 2 متقاربة ه 0-<6+ 6+5 
n2‏ 
)2( لنفرض أن ۰-0 + +6 إذن 
2 4 (أماه+ | 1+1 إماة - 1 وبالتالي 
n n‏ 
n 4 2)‏ )1 +1 1 
هشیر بخ سدق - + 


1 1 
11 n 1 


دح | = 


وهنه b+ 2c‏ = هنا و 2 





ع 55 
me Î‏ ڪر" 
n‏ 
لدينا -حالتين: 
ه الحالة الأولى 0 2٥#‏ +0 . 
: : 1 ع2 + 8 
2 هذ: احالة لدینا - 26(5 ع (b‏ د ر 
امم n‏ 21 


وهي سلسلة متباغدة و مله السا :نار متباعدة. 


ه الحالة الثائيّة 0 - ع2 + قء إذن ۵< 6 ومنه 
( ۱+2 )ماه +( +۱ )مامت - 1 
n‏ 7 


u, < -2610 2 + 13 


إذن 


4 ماه + 26103 -2 هاه - كواه + د واء2- - ولا 


198 


sn 1+) ]ها‎ +2[ 
n 1 


اسم 
س 


تیب | ید 


e 


۰ + >> > © © © © © © © 0: اج ه 4ن > ب > ب 6ج 6 © © 6ج © 6 © يه جه > ج > جه هج ج نه ج هج ج جه جح © © © © > يوي و هونو ممم موم‎ ٠ 


ءا دهن لم نمم سد ی یس 


تمارين -السلاسل العدديّة 








۴ 
5 


5 + 4 ماءة - 3ماء ع و + و موب ۷ 


en + 2)‏ + (1+ ماهاع2 - برمء د 0 ظ ورى ب لمث وزمج د 
5 + 1 ۰ ۳ | لضي : , 
4 ۱ 


شش ماه ام -(2+ ماه +( مه - سوام رو ,8 


وباقاي ‏ ۱ تم 
۱ هاه =( ہا + 2ماة-) نة - ,ى هنا 
ne n+1‏ 
أي أن السلسلة ٠#‏ متقاربة وجموعها 2عام- 2 5. 
راخ 3 


(3) من أحل 1-- = ,2= 1,0- = : لدينا 0= 4+۵+٥‏ و 26-0 + . 
إذن السلسلة 


ار - ((2 + ماج - +2 nn+‏ 2 


هي سلسلة متقاربة وجموعها 2-182 18م - 3 . 





رین 9 ۳ ا 
در اسة السلسلة روج 


+ 


نعلم أن سلشيلة ركان 2 متقارية إن جت 2ب متقارية وبالتالي 


السلسلة -1 )مارج متقاربة. 
n‏ 22 


100 


1 4ه‎ FEA ET Lk 
14 لدينا سبع[ جل -1)ما ره‎ . 


ا 


ج44644444+4ون464444444466ونوونوج606446664444444644444444644وو466646ووو6وه06وون, 


> ج > < :© © © © © © © © © 


7 


۱ ۰ ۳ ۳۳ 1 


بس ۰۰ 


و 


تا 
۰ 


شب 


ل سح | هع 14 
1 


2229 


, 
2 
~~ ~~, 
.° 


— لل‎ 
ww 


صا رین اء صن انعننیه 





11 n 11 


۰ دا سس 2 
سس ول رشق لمجم | لج دا[ | 


أ 


ا 


5, - = 1-7 = وموم‎ (af) 


لشم محقم )+ | 2 ورب ته )...... .+ 
7-1 22-1 


سس ما +دها - 


و منه, 2 كنا- - ا مشود 8 = ,ك طط وبالتالي 2ه1- - ك. 





تمرين 10 
(0 لدينا 0 ,بل ,ی إذن 9592 زونه 
:` وت من اجل اي 10۷ «. بما أن ,نه!8 و ,307 متقاربتين 
فان السلسلة + ,)كر متقارية وبالتالي حسب نظرية اللقارثة السلسلة 


Fv,‏ متقاربة. 


(2)کن, کک سلسلة مچقاریڈ و امین آنا 1ه ln‏ متقاربة. 


۰ ده ۷ وهو الحد العام لسلسلة رعان التقار بة چاو لدینا حسب 
n‏ 1 2 


الوا( لاله 2 متقارية أني السلسلة .متا 4ق متقارية.. 





مین ۱ 
فک نے د ,۷ لدينا ,»اك ,1۷۷ ۷ إذن حسب نظرية القازنة ‏ 
0 ذا کانت السنلسيلة. ,/ه'7 متقارية؛ تكون السلسلة ,07 عتقاربة. 


. 0 


# 


۰ مممممممم ام ماما موم و موم موم م۵۵ 


ع دسم ممم ممصي ب وس یب يي ع عه 


تمارين -السلاسل العددية 





(6) إذا كانت ,9 متباعدة تکون السلسلة ر2 متباعدة. 
2 ذا کانت السلسلة ,ا ۶ متقاربة فان 20 ,لا يمنا ومنه 0ح ,ل دمناء 
إذن 


۳ 





lim 0+۷, -1‏ =2 بط 
وبالتالي السلسلتان 2 و 2 دعوب ۳ أن السلسلة Du,‏ 
متقاربة. قي اسم 


3 إذا كانت بت <. متباعدق لدينا ' 


, 


() إذا كانت 0غ / - ,له صنا (ذن وو « هنذا وبالتالي السلسلة 
به م [ +1 " n+‏ 
,۷ 2 متباعدة. 


() إذا كانت lim‏ غير سا فان ب اقلا غير موجحودة وبالتاللي السلسلة 


۷ 2 متباعلة. 





۵ کت هه هه 0 سر رال 


السلسلة 2-۷ متباعدة, " 





تمرين 12 
نطبق معیار آبال. 


() لين أنه توحد زح ف یت > 
7 مدع 
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. > > هي هو : : > © © ه ث © واوا و واو ان ن © 6 66 6 ©46© 66 6 66 66666 ۰4 ۰۰۰۰4۰ ۰ ۰ ۰+۰۰ ۰+۰ ۰۰۰4 ۰۰ ۰۰ ۰۰۰۰« ۰۰ ۰ ۰۰۰۰۰ 


۰ 4 


ليكن التابع 
:IRج-— f: IR‏ 
1 


بو جب x‏ 


dx e 2 :‏ 9 
و هو تابم موحب مستمر ومتناقصی إذن سر و 5 هما نفس الطبيعة 
21 1 
ولدینا 


(/ + ]> 5 چا 


ا 
ولا 2 


tep 


(«) لنبين الآن أن السلسلة کک 
لدينا 


وبالتالي 2< بر ومنه 2 


n21 


إذا كان م <ي. 








کر متقاربة. 





n~ 3‏ 3 
دینا 
۷۸ + 4 ۰۰۰+ + لا + SA =U;‏ 
r r 7” 7 r 1‏ 7 
کو ووو و لف هوي +٠‏ - ]یت 5 + رززو - ل ہاو = 
n-2 7-1 ۸۱ - 1 n‏ 4 3 3 2 


۰. 7 
=1 -sin=— ۱ 
n 


۶ 4 4۵ ۰ 4 4 4 4 4 4 ههبج‎ SHELTERS 
اه‎ 
2 
١ 
4 
5 
و‎ 
2 
ك‎ 
00 
3 
6 
2. 
1 
> | 
ا‎ 
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د کے 
ومنه 1 كه اين - 5 im,‏ أي أن السلسلة هك مز 
متقاربة وبالتای السلسلة 1 ا متقاربة. 





رین 13 ۱ 
برحع الطلوب ال إثبات أن 0- ۷ ها . لدینا سما ۷ ذن 
ار 21 +۰ + + د( +...+ ,4( ,+--+ ۳ 
وما أن 248 < 8 + 4 فإن 3 ۳ ۰ 


21 = 2u +2, SU + ++, + (n - 1u? 
ta2 ؛‎ 
7 0 2u 9 > + (n-1u? > إذن ?)1 - )+ نهر‎ 
۳ : 2 12 ial 
نعمل نفس الشيء باللسبة للحدود الباقية ل لنجد‎ 


` در Su 0 + .+ +(n-‏ ڪر 


ا ا 
n fola‏ 


: A A 1 بر۵‎ -1 n 
0> ا‎ + (n د[ سول‎ 7 
ial tl n 27 tel 


وم ع عدي و لوحف ها ۱ 
۷۵ 2 3 جوا فان 0= ال ومنه 0= ,۷ هنا . 











گرین 14 
(a‏ إذا فرضنا ا فتقاربة مطلقا فان 0- رت سنا 
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تكد ت 
0 داي 1 سس ار (ذن [(,د+1)ها| ۶ متقارية. ليها ل وا < ۷ 
6( ۳ سا متقاربة إذن 0 - |[+ )هاسنا و منه و يالتالي . 


=| و اي نك ,+ )هلب ,نك متقارية مطلق. 
.تمرين 15 


ا 


بط تدم 


1 1 1 1 
عا آن له سر متباعدة إسلسلة ي : 
وم 1۳- 





1 : عجرم ۱ ی رد ليسج سار ماه ۱ ۱ 

لها ام وت لیهس : ۰ ۳ 

3 5 (*) لدينا 0- شون و لیکن التابم کر بحیث ve)‏ 

4 ا ت 1 - ۱ 4 تا 1 ۰ 

کن ع و ia‏ 2 ۳ ۳ إذن ۰ ۱ 

1 
و >1- a‏ اتود ی , م چ 2ا2 
له مقر إذن - 2 سللسلة متقاربة و بالتالي روج متقاربة مج )خظ - سپس سس«( 


۳ 3 


6 "روا "[1- 2 


8 ا im,‏ أي 


1 


4 < ماد وم , 1(۷ ع ۷۲ : و37 ,0 < ۷4 


و منه السبلسلة وبما أن اع فان n0‏ ومنه 0> (۳)۶ إذا کان 2-0 اي 


۱ دما >2 آو 4 < ها ء و 6> (اسر إذا كان 4< ء و بالثالي 


Efe*)) ۷ > Ele“ )+1‏ امزء العبحيج ل ”م ) تكون المخالية |( 


تباقصة » وا انها توول ال 0 عبدما معد ج ور فان اللسلة ا ذر2 


اه 


مويو مسب معا 1 2 متقاربة شرطيا. 


لب 


سس سي ا مر سس 


وس احل 1د رت دنا لعن ) وامته 


بو و و و وه اج اه ام و و وم و وج وم وا وج و وج و و و اج وج او و و و وا او وا 9 9 5+ ١5‏ 


esasa ss‏ اا ا ا ا ا ا ا ا کا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا ا 4# ا عق چا 
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لدا y1‏ ,> اح ١‏ د 1 سامت 


7 [<م 
السلسلة Ê‏ هي سلسلة متقاربة حسب نظرية لينتز (0 ميج سل و 
اس 
إذن السلسلة 1 سر متباعدة لأنها عبارة عن مجموع سلسلتين إحداهما 
اجه 


متفاربة و الأحرى متباعدة. 


3 
. 
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02 ةلل ا ا ma‏ يك - 


تمارين -السلاسل العددية 





5 


کی رو ها( مد سیه لنفض أن .< Ve‏ = ولا 


رت = = 20 


م « ۹ 
ی ۰ سین 
به 


$ 
2) اثبت أن السلسلة بر ین مقاری او دا کت هه( 


1 
©0046 64 6 06 2 ب > ب ب ب » > © 4 6:56 66 6:05 6 ه هن و هو 











+۳ 
متقاربة. 0 
.3( أحسب مجموع السلاسل التالية: َك ri‏ 
1 ۰ - 4 5۷ 
وره د +1( :5 : 
1+ 37 + ور n‏ 5و 2 مه 
n (n+1) 0‏ بء @ 1+ Inn KIn(r‏ 2 8 (+م1۳- ریت : 1 
+ : 
رین 2 ا 
لتكن السلسلة ذات الحد العام: 8 *” 1 
۴-1 9 ۳ 
۰ 
|) احسب الحد العام ,7 لسلسلة الجداء لهذه السلسلة بنفسها. 1 ۱ 
2 ادرس طبیعة السلسلة ,5۷ 1 1 
n‏ 
گرین 3 3 ۱ ۱ 
و 
آحسب مجموع السلاسل التالية: ۱ ۱ ۱ 
(a‏ ا س 0 2+2 ۰ : 0 21 
1 - 9 سے @ )1 ع رو 5 : 
٠ 2 1‏ : ا ١‏ 
Eri O a eg °‏ 
E. SS‏ 
: 








و 
1 
۱ 
ین ١‏ 
.)ما هو الشرط الذي يجب أن.يتحقق حتى تكون السلسلة ,سز متقارية؟ ع 
١ 8 1‏ _ م ۱ 
ا 5 ۱ ۰ زه رب 6 2 Sn‏ و 
NET 5 ۳‏ مسر - (9/دهه 2 E‏ 
1 : . 9 ۰ 
00 0ه 4 
له تلد : ۴ 

6 
ا م :0 i,‏ لد ۷ ۳ اوت ۱ 


2 ا > حيث 0>۵>1 ۰ م 


ات 


بصب مجموع السلسلة ذات ألحد العام: 


۱ َك 3 3 n>1‏ بألل 6, 55 














1 : رین 7 
ا ق زو منت ود مج قفر لها موي 
0 ذا كانت المتالية متناقصة ؛ » أثبت أن 0= = lim mı,‏ . 


()يمكن دراسة المبلسلة (ري,ئه- ,/)2507). 
د ا : 


م .کے ٠‏ ی ن eae aoe‏ = 
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تمرين 8 
أدرس طبيعة السلاسل التالية: 


.. (> 6۰ Zoo ln) (a 
سر‎ 5 ۱ 2 9 ۹ 


رین 9 
لتكن ,»ا .2. سلسلة ذات حدوذ موجبة. 
(1) برهن أنُ: 
(ه)إذا وجد عدد طبيعي /2 > ,7 و عدد حقيقي 1> + بحيث 
رماغ nn, > a>‏ 
فین السلسلة ,۳ متقاربة 
(۶) لذا وجد عدد طبيعي 12۷ > ٠”,‏ بحيث 


ماك قاد nèn,‏ 





فإن السلسلة ,0 متباعدة. 


وا . 


(2) لنفرض أن = کہ و موجودة. استنتج آن 
(ه) إذا كان 1< » تكون السلسلة 5٠,‏ متقازبة. 


(8) إذا كان 1> » تكون السلسلة رن 9 متباعدة. 
0 





غرین 10 
آدرس السلسلة ذات الحد العام: 
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هوا ودووو>© هوب :666646 


ها هاه فاج ا انهاه هائج هاه جح ماع اع اعم عع هرو حا عجعج اجاج جه اجن جابه ابه اانه لمان 0 ۳۳۵000 


س 
للشلا u‏ 
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سیب ع 9 


2 1 
=e‏ ر کک >0 


0 22 س 1ا 


رين 11 


لتکن تال ,) مناية أعداد حققية موجبة؛ متاقصة و 0- وله im‏ . 
)0 برهن آن السلساتین ,نارق و (ےس- لدا فق تت رل دیا 


نفس المجموع إذا كانتا متقاربتين. 


[2) طبق .هذه النتيجة على السلسلة "2,6 حيث ا استنتج بعد 


)ا 


مجموغ: : 2 ات "مور . 


شت 2 ۱ 


عرین 12 
لیکن ax‏ ود | = f(r)‏ ۰ الكت 7. 


(1) باستعمال تكامل بالتجزئة 7 أوجد علاقة بين (#أكر و )1+ n>1) «f(r‏ (. 


استنتج أن («)ز هي عبارة من الشکل ۲-۴ -(م۶ 











یطلب تحدید ()م. 
برهن أن > (م) ۶( 
(2) برهن E‏ 20 مج 
استنتج طبيعة السلاسل التالية: ۰ 
zr‏ . لو . ۶0 رو 
جم In î nr‏ 
گرین 13 
و Î‏ 


. lim, 1. احسب‎ (1) 


۳ 


LASS 


4 4 4 4 4 همم میم موه 
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(2) باستصال: ره أحسب مجموع شلة تايه ع ي 


: `. 4 


عرین 14 
تكن السلسلة العددية ذات الحد العام 
i‏ 
a+ nb‏ 
)0 برهن أن هذه السلسلة متقاربة 


دس ریس ْ 





تمن ؛ ۳00 0< 6 0<و. 


۱ Op E 


3 ۳ جع :۰ .4 


س 
اه 
۰ 


حسم 
1 
1 ت 5 ۱ 
+ به بج باس جو ه رن يُ 4 1 
مت 444 >2 © وج جو ووو هجو وو ووو هجووأن و أودوووى 


> ۰ 
>> - > > »بو ومو 


SEE 


pora ¬ 
1 : 


۳ 


23 ی 
۳ 


و وم 


3 
٠ #ممدء‎ 


2 
[1 


يس عد وحن 
0 

ينما مع 8 1 

a 

مه 

5 


6. 


ی 3 7 
الهلا 
سە الس 





EY 


E 
n 
i 
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کاس‎ 
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